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КОМПОЗИТНЫХ ПЛАСТИН 
 

Представлены расчетные зависимости для композитной 
многостеночной пластины, находящейся под действием 
сжимающих в плоскости пластины нагрузок. Предполага-
ется, что пластина находится в условиях цилиндрического 
изгиба. Приведены численные результаты, позволяющие 
оценить эффективность многостеночной пластины по 
сравнению с ребристой пластиной 

Ключевые слова: композит; пластина; устойчивость. 
 
Вопросам расчета и проектирования ребристых и трех-

слойных конструкций, подверженных действию сжимающих 
нагрузок, посвящена обширная литература [1–11, 14–15 и др.]. 
Многостеночные композитные конструкции – это сравнительно 
новый вид несущих конструкций ракетно-космической техники, 
которые могут быть использованы вместо ребристых и трех-
слойных конструкций.  

Особенности расчета на многостеночных цилиндрических 
оболочек приведены в работах [12–13].  

                                         
© Кусяков А.Ш., 2020 



А.Ш. Кусяков. Оценка эффективности многостеночных композитных пластин 

 
 

5 

В настоящей работе представлены расчетные зависимости 
для многостеночной пластины, находящейся в условиях цилин-
дрического изгиба под действием сжимающих в плоскости пла-
стины нагрузок.  

Многостеночная пластина состоит из двух одинаковых 
внешних слоев (несущие слои), соединенных набором стенок из 
композитного материала. 

 

 
Рис. 1. Элемент многостеночной пластины 

Введем обозначения: 
ba,  – длина и ширина пластинки соответственно; 

0h  – толщина одного несущего слоя; 

st  – расстояние между центрами тяжести стенок 

ss BH ,  – соответственно высота и ширина стенки;  

21 , EE  – модули Юнга вдоль и поперек волокон мате-
риала несущих слоев соответственно;  

12 21,   – коэффициенты Пуассона материла несущих 
слоев; 

12G  – модуль сдвига материала несущих слоев; 

xxD , yyD , xyD , GD  – изгибные жесткости несущего 
слоя; 

sE – модуль Юнга материала стенок. 

Рассмотрим пластину, находящуюся под действием сжи-
мающих в плоскости пластины нагрузок.  

Несущие слои Стенка 
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Рис. 2. Пластинка, находящаяся под действием  

сжимающих нагрузок 

Критическую нагрузку, соответствующую общей форме 
потери устойчивости, будем определять в предположении, что 
пластина находится в условиях цилиндрического изгиба.  

В этом случае критическая нагрузка вычисляется по фор-
муле 
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Критическую нагрузку, соответствующую местной форме 
потери устойчивости полки между стенками, будем вычислять 
по классической формуле для ортотропной пластинки: 
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Здесь sk – редукционный коэффициент: 

hE
hE

k
x

ss
s 1 .                                  (5) 

где xE  – модуль Юнга несущих слоев пластины по направле-
нию действия нагрузки. 
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Если вертикальная стенка представляет собой тонкую 
пластинку, тогда следует учитывать возможность потери устой-
чивости стенки.  

Критическую нагрузку для вертикальной стенки можно 
также найти по формуле (4), заменив в этой формуле изгибные 
жесткости несущих слоев на изгибные жесткости стенки, при-
чем 

ss Ht  , 
ss

x
s hE

hE
k  1 .                            (6) 

В качестве примера рассмотрим многостеночную пла-
стинку длиной м1a  и шириной м3b . Предполагается, что 
несущие слои пластины состоят только из продольных моносло-
ев. Пластина подкреплена вертикальными стенками, изготов-
ленными из того же материала, что и несущие слои пластины; 
толщина стенки – 0,005 м; высота стенки – 0,01 м; толщина од-
ного несущего слоя – 0,0025 м. Упругие характеристики мате-
риала конструкции приведены в табл. 1.  

Таблица 1. Упругие характеристики материала конструкции 

Характеристика 
1E , ГПа 2E , ГПа 12  12G , ГПа 

Значение 140 7 0,24 27,5 
 
Требуется оценить эффективность многостеночной пла-

стинки по сравнению с ребристой пластинкой по устойчивости в 
зависимости от числа подкрепляющих элементов sn . Толщина 
полотна ребристой оболочки – 0,005 м; геометрические характе-
ристики ребер совпадают с геометрическими характеристиками 
стенок многостеночной пластины. Ребристая пластина изготов-
лена из того же материала, что и многостеночная конструкция.  

Таким образом, масса ребристой пластины совпадает с 
массой многостеночной пластины. Количество подкрепляющих 
элементов: 30,20,10sn . 

Если несущие слои многостеночной пластины состоят 
только из продольных монослоев, изгибные жесткости можно 
представить следующим образом: 
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В данном примере толщина стенок больше, чем толщина 
несущих слоев, а высота стенки меньше, чем расстояние между 
подкрепляющими элементами. Следовательно, из двух возмож-
ных форм местной потери устойчивости, определяющей будет 
потеря устойчивости полки между стенками.  

Таким образом, при анализе устойчивости можно ограни-
читься рассмотрением только двух форм потери устойчивости: 
общей формы потери устойчивости с захватом подкрепляющих 
элементов и местной формы потери полки между стенками. Ко-
эффициент редукции для полки, очевидно, равен 

h
h

k s
s 1 .                                  (9) 

Для расчета на устойчивость ребристой пластины вос-
пользуемся формулами, приведенными в работе [6]. Результаты 
расчетов для многостеночной и ребристой пластин представле-
ны в табл. 2. 

Таблица 2. Критические нагрузки 

Многостеночная пластина Ребристая пластина 

sn  Критическая 
нагрузка, 

Н/М 

Форма потери 
устойчивости 

Критическая 
нагрузка, 

Н/М 

Форма поте-
ри устойчи-

вости 
10 4101,1   Местная 4109,2   Общая 

20 4107,4   Местная 4103,4   Общая 

30 5101,1   Местная 4106,5   Общая 

Анализ полученных результатов показывает, что в данном 
случае для многостенной конструкции определяющей является 
местная устойчивость полки между стенками, а для ребристой – 
общая.  
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При 10sn  ребристая пластина обеспечивает больший 
запас устойчивости, чем многостеночная пластина. При 20sn  
коэффициенты запаса устойчивости конструкций соизмеримы, а 
при 30sn  многостеночная конструкция обеспечивает суще-
ственно больший запас устойчивости, чем ребристая пластина.  

Таким образом, преимущество многостеночных конструк-
ций по сравнению ребристыми конструкциями становится ощу-
тимым только при достаточно большом числе подкрепляющих 
элементов. 
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ЗАДАЧА НАВЕДЕНИЯ НА ЦЕЛЬ  
РЕАКТИВНОГО СНАРЯДА  

В ОДНОРОДНОМ ПОЛЕ ТЯЖЕСТИ  
С УЧЕТОМ СОПРОТИВЛЕНИЯ ВОЗДУХА 

Рассматривается управляемый полет реактивного снаря-
да в верхних слоях атмосферы. Последнее обстоятельст-
во позволяет принять предположение о линейной зависи-
мости силы сопротивления среды от координат вектора 
скорости снаряда. В работе решается задача наведения 
на цель в двух вариантах. В первом случае происходит 
"мягкая" стыковка, состоящая в совпадении геометриче-
ских координат снаряда и цели с одновременным обнуле-
нием вектора скорости снаряда в момент стыковки. Во 
втором случае происходит просто поражение цели. В 
обоих случаях на программное управление, решающее за-
дачу наведения, налагается требование оптимальности 
по критерию "минимум энергии". Численно подтвержде-
но, что "мягкая" стыковка требует больших энергетиче-
ских затрат, нежели просто поражение цели.  

Ключевые слова: математическая модель; программное 
управление; оптимальное управление; матрица Коши; 
формула Коши. 

                                                
© Лутманов С. В., Городилов А. Д., 2020 
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1. Постановка задачи 
 Полет реактивного снаряда происходит в однородном 
поле тяжести (см. рис. 1) в верхних слоях атмосферы. В процес-
се движения снаряд испытывает сопротивление среды, являю-
щееся линейной функцией координат его вектора скорости 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. 

Запас топлива равен половине массы снаряда. Момент по-
ражения цели совпадает с моментом полного сгорания топлива. 
Программное управление снарядом, реализующее попадание 
снаряда в цель, должно быть оптимальным по критерию "мини-
мум энергии" [1].  

В работе рассмотрены два случая попадания ракеты в 
цель. 

Случай 1. Попадание ракеты в цель происходит по гео-
метрическим координатам и скоростям. 

Случай 2. Попадание ракеты в цель происходит только по 
геометрическим координатам. 

Требуется провести сравнение значений критериев опти-
мальности в обоих случаях.  
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2. Дифференциальные уравнения движения 

Динамика полета снаряда описывается векторным диффе-
ренциальным уравнением Мещерского [3] 

 
2

2
с

r
d r dMM F u Mg
dt dt

   ,   (2.1) 

где  0 ,t t T   текущее время; M  масса снаряда; 

x
r y

z

 
   
 
 

 радиус-вектор снаряда;  

 

 

 

 

с
x

с с
y

с
z

F

F F

F

 
 

  
  
 

 вектор силы сопротивления, действующей на снаряд; 

rx

r ry

rz

u
u u

u

 
   
 
 

 вектор относительной скорости истечения газов; 

0
0g
g

 
   
  

 вектор ускорения силы тяжести. 

Предполагается, что силы сопротивления являются ли-
нейными функциями скорости снаряда 

 
11 12 13

21 22 23

31 32 33

, 0, , 1, ,3с
ij

d d d x
F Dr d d d y d const i j

d d d z

  
          
  
  



  



 

Изменение массы снаряда происходит по закону 
   0 0, ,tM t m e t t T   ,   (2.2) 

где 0m   первоначальная масса снаряда; const    коэффи-
циент, определяющий скорость сгорания топлива. 
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Конечный момент времени T  и коэффициент   связаны 
между собой соотношением 

0
0

1
2 2

T Tm m e e        

ln 2ln 2 T
T

              (2.3) 

Проведем нормализацию дифференциальных уравнений 
движения. Преобразуем уравнение (2.1) с учетом (2.2): 
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,
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d d dz x y z u g
m e m e m e
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нормализуем уравнения (2.4) 
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Запишем уравнения (2.5) в векторно-матричной форме: 
  ,x A t x Bu W    
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Оптимизируемый функционал имеет вид 

      
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3. Алгоритм построения фундаментальной  
матрицы Коши и матрицы перехода 

Фундаментальную матрицу Коши  
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с граничными условиями 
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После построения матрицы  

 ,TX ,  Tt ,0  
производится численная проверка равенств 
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4. Алгоритм решения задачи управления  
для первого случая "Попадание ракеты в цель  
по геометрическим координатам и скоростям" 

Следуя [1], [2] реализуем алгоритм решения задачи управ-
ления. По формуле Коши находим 
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Строим матрицу системы линейных алгебраических уравнений 
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,
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Система линейных алгебраических уравнений имеет вид 
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Пусть 
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 ее решение. Оптимальное управление вы-

числяется по формуле 
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Интегрируя систему 
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с начальными условиями 
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получим оптимальный закон полета снаряда  
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. 

Проверкой корректности проведенных выкладок служит 
условие 

 
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 
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 
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. 

5. Алгоритм решения задачи управления  
для второго случая "Попадание ракеты в цель  
только по геометрическим координатам" 

Спроецируем формулу (4.1) на первые три координаты 
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   
 
 
 

  
0 0

1

23 3

3

0
0
0

, ,
0
0

T T

t t

u
H T u d X T d

u

g


    



 
 
  
      
  

   
   

   

или 

  
 
 
 0

1

23

3

ˆ, ,
T

t

u
H T u d b

u


  



 
   
 
 

  

     
0

10

20
1

30
2 0 3 3

40
3

50

60

0
0
0ˆ , ,
0
0

T T

T
t

T

x
x

x
x

b x X T t X T d
x

x
x
x g

 

   
   
               
    

     
        

 , 

где 

  
   

   

11 16

3

31 36

, ,
,

, ,

x T x T
X T

x T x T

 


 

 
   
 
 



  



 

 
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 , ,
0 0 1 0 0 0

X T 
 
   
 
 

 

  
   

   

11 0 16 0

0 3

31 0 36 0

, ,
,

, ,

x T t x T t
X T t

x T t x T t

 
   
 
 



  



 



С.В. Лутманов, А.Д. Городилов. Задача наведения на цель реактивного снаряда… 

 
 

23 
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Выпишем матрицу системы линейных алгебраических 
уравнений  
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Система линейных алгебраических уравнений имеет вид 
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Интегрируя систему 
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с начальными условиями 
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получим оптимальный закон полета снаряда  
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Проверкой корректности проведенных выкладок служит 
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6. Численный эксперимент 

Для численного эксперимента принимаются следующие 
данные 

0 0
ln 2100 , 0, 10 , 0.069314
10

m кг t T сек      ,  

0.4 0.3 0.3
0.2 0.5 0.4
0.3 0.2 0.5

D
 
   
 
 

,  

   

10

20

30

40

50

60

10000
10000
1000

,
00
00
00

T м
сек
м

сек
м

сек

мx м
мx м
мx м

x T x
x м
x м
x м

    
    
    
    

       
    
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. 

Ниже приводятся 3D-траектории снаряда для первого слу-
чая (рис. 2) и для второго случая (рис. 3). 

 
Рис. 2. 
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Рис. 3. 

 

 

Из рисунков видно, что в обоих случаях снаряд попадает в 
цель.  

При этом в первом случае скорость снаряда в конечный 
момент времени обнуляется (см. рис. 4–6). 

 
Рис. 4. 
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Рис. 5. 

 
Рис. 6. 

Во втором случае этого не происходит (см. рис. 7–9). 

 
Рис. 7. 
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Рис. 8. 

 
Рис. 9. 

Приведем значения критерия на оптимальном управлении 
для первого и второго случаев 
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Как и следовало ожидать, расход ресурсов на управление 
во втором случае оказался меньше. 
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Заключение 
В работе решена задача оптимального наведения реактив-

ного снаряда на цель по критерию "минимум энергии". Были 
рассмотрены два случая: когда наведение осуществлялось по 
всему фазовому вектору (геометрическим координатам и скоро-
стям) и по части координат фазового вектора (геометрическим 
координатам). Было численно подтверждено, что в первом слу-
чае требуется больший ресурс управления, нежели во втором 
случае.  
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ЛИНЕЙНЫЙ ИНТЕГРАЛ МАЛЫХ ДВИЖЕНИЙ 
СЛОЖНОЙ МЕХАНИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 

 
Приводятся условия существования линейного интеграла 
уравнений движения механической системы переменного 
состава, движущейся вокруг неподвижного полюса в од-
нородном параллельном поле силы тяжести под воздей-
ствием нестационарного момента сил. Неизменяемая ос-
нова системы (абсолютно твердое тело) совершает ма-
лые движения в окрестности состояния его устойчивого 
равновесия. Получены условия существования системы 
независимых линейных интегралов, а также линейного 
интеграла, совместного для исходной нелинейной и ли-
неаризованной динамических систем. 
 
Ключевые слова: сложная механическая система; ли-
нейный интеграл; малые движения; совместный интеграл.  
 

Введение 
Под малыми движениями неизменяемой основы (тела-

носителя) механической системы переменного состава понима-
ются движения, совершаемые в достаточно малой окрестности 
положения его устойчивого равновесия при достаточно малых 
по модулю значениях величин его обобщенных координат, от-
считываемых от положения равновесия, и значениях величин их 
производных по времени [1].  

                                                   
© Макеев Н. Н., 2020 
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Интерес к исследованиям малых движений тела перемен-
ного состава обусловлен, в том числе, тем, что эти движения в 
окрестности конфигурации устойчивого равновесия могут ха-
рактеризоваться линейными частями разложения интегралов его 
исходных нелинейных уравнений движения. При этом предме-
том анализа является исследование предельных форм, к кото-
рым стремятся малые движения, когда начальное отклонение от 
состояния равновесия стремится к нулю [2]. 

Кроме того, исследование свойств малых движений струк-
турно изменяемого твердого тела может быть положено в осно-
ву модельного подхода к вопросу о существовании интегралов 
его уравнений движения [3]. Такого рода моделирование обу-
словлено тем, что при устойчивом равновесии величины обоб-
щенных координат и обобщенных скоростей при малых возму-
щениях численно остаются малыми [4]. 

Основные предпосылки и описание структурной модели 
объекта переменного состава массы, а также понятия сложной 
механической системы, приведено в работе [5].   

1. Предварительные положения 
Рассмотрим задачу о существовании и свойствах малых 

движений тела-носителя СМС (сложной механической систе-
мы) в однородном параллельном поле силы тяжести.  

Предполагается, что СМС движется так, что ее носитель      
вращается вокруг неподвижного полюса О в однородном парал-
лельном поле силы тяжести под воздействием заданного результи-
рующего силового момента L (t) .)),0[( Tt   

Введем правые координатные ортобазисы 321 ,,   с об-
щим началом в полюсе О: неподвижный ;1  базис 2 , неизмен-
но связанный с носителем, и базис 3   321 xxxO , оси которого  

jxO  3,2,1j  для каждого момента времени Tt  направлены 
по главным в полюсе О осям тензора инерции СМС с матрицей 

.)](),(,)([diag)( 321 tAtAtAt J  В силу непрерывного по Tt  
изменения конфигурации и состава массы СМС базис 3  в об-
щем случае вращается относительно 2  с угловой скоростью 
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)( r
j

r ω , зависимость которой от величин заданных компонент 
Aj (t) тензора инерции СМС J (t) известна [6]. 

Таким образом, непрерывные и непрерывно дифференци-
руемые зависимости вида ωr (t), J (t), отнесенные к базису Γ3, 
считаются программно заданными и, следовательно, известны-
ми в любой момент времени Tt . 

Рассмотрим движение СМС под действием квазиреак-
тивных сил, обусловленных переносом рабочего тела из некото-
рой области S, принадлежащей объекту, с программно заданной 
абсолютной скоростью u (t). Главный момент этих сил относи-
тельно полюса О для   Tt  ,0  определяется равенством 

  




S

dV
t

t urL )( ,                               (1)             

Здесь ),( rt  – локальная плотность массы в области S; ),( ru t  
– абсолютная скорость переноса точечных масс рабочего тела из 
области D; )(tr  – радиус-вектор точки области. 

Обозначим 
,rGωG  J      ,)( 1 rrt Gωλ  J                   (2) 

,1 λGJωωΩ  r  
)()()( 1

3
1

21 tAtAtm         (1, 2, 3), 
где Ωω ,  – абсолютные угловые скорости носителя СМС (бази-
са 2 ) и базиса 3 ; ),( jGG  )(trG  – кинетические моменты от-
носительно полюса О всего объекта и рабочего тела, соответст-
венно (последний − относительно базиса 2 ); λ (t) − эффектив-
ная угловая скорость  носителя; )3,2,1()( jtAj  − главные осе-
вые моменты инерции СМС, заданные для каждого Tt  в осях 
базиса 3 . Характерные вектор-параметры )(,)( tt rGL являют-
ся управляющими [7]; каждый из них задан для Tt програм-
мой, определенной во времени. Любые ограничения, налагае-
мые на заданные управляющие параметры, являются управляю-
щими связями.  
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Здесь и далее символ (1, 2, 3) обозначает циклическую переста-
новку величин с индексами 1, 2, 3. 

Пусть M (t) − величина массы СМС; g − стандартное зна-
чение величины ускорения силы тяжести; s (s1, s2, s3) − орт, не-
изменно связанный с неподвижным ортобазисом 1 ; g = − gs; 

)(,)( trt jCr  − радиус-вектор центра тяжести СМС и его коорди-
наты в проекциях на оси базиса 3  ( j = 1, 2, 3). 

Движение СМС при данных предпосылках характеризует-
ся динамической системой эволюционного типа [7] 

,0
,)(








sλsGJs
ksLGλGGJG

1

1



 g
                 (3) 

где силовой вектор-момент L (L1, L2, L3) определяется равенством 
(1); ),,( 321 λλ  − характерный вектор, определяемый равен-
ством (2); k (k1, k2, k3) = MrC  − барицентрический вектор.  

Уравнения (3) в проекциях на главные в полюсе О оси 
инерции СМС, определяемые базисом 3 , принимают вид [5] 

,)( 3223123323211 skskgLGGGGmG    

,0)()( 233
1

3322
1

21   sGAsGAs     (1, 2, 3).         (4) 

Предположим, что СМС, подчиненная динамической сис-
теме (4), находится в состоянии, определяемом условиями 

,)()(,0)( 0 Tttt  ssG                      (5) 
где .)0(0 ss  Здесь и всюду далее нулевой верхний индекс от-
носится к значениям величин при t = 0. 

В силу условий (5) из уравнений системы (3) следуют ог-
раничения 

,)(0)(,0)( 00 Ttg  sλksL              (6) 
реализуемые соответствующей управляющей программой, за-
данной для вектор-функций )(,)(,)( ttt λkL  [7]. Для носителя 
СМС состояние (5) является квазиравновесием, существующим  
в фазовом пространстве .},{ sG  Здесь и всюду далее {…} явля-
ется символом множества указанных вектор-функций. 
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Принимая состояние (5) за опорное (базовое) состояние, 
найдем условия существования линейного интеграла уравнений 
движения СМС, определенного в "малой" окрестности данного 
опорного состояния. Обозначим )()( ttl Cr  и постулируем 
устойчивость состояния (5), сопоставляя малым движениям век-
тора G в окрестности этого состояния малые движения неизме-
няемого абсолютно твердого физического маятника с нижним 
расположением его центра масс в окрестности состояния стати-
ческого равновесия ,)()(,0)( 0 Tttt  ssω  при кото-
ром, согласно равенствам (2), .)()( tt rGG   

Под малыми движениями вектора G [3] понимаются его 
отклонения от состояния (5), происходящие в некоторой малой 
окрестности данного состояния в фазовом пространстве {G, s}. 
При этом предполагается, что все функции Gj (t) − величины од-
ного порядка малости, а s (t) для Tt  мало отличается от .0s  

Преобразуя первую группу динамических уравнений сис-
темы (4) и производя линеаризацию каждого из них с учетом ос-
тальных уравнений этой системы в окрестности состояния (5), 
согласно соотношениям (6) в результате получаем 

,0)(  GAG t                                      (7) 
где обозначено: ;][ 321

TGGGG  матрица )]([ taijA  формата 
(3×3) содержит элементы 

.)3,2,1(

,)(

,)(

1
03

1
331213

0
12

1
221312

0
11

1
1

2
3

2
211

skgAa
skgAa

MlskgAa





















                    (8) 

Здесь (1, 2, 3) − символ циклической перестановки величин с 
указанными индексами. 

2. Существование линейного интеграла уравнений  
малых движений  

Получим условия существования линейного интеграла ди-
намической системы (7) с элементами (8). 

Обозначим 
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,)()(,)(),( jjjjj ttF nλnfGnG                 (9) 

)3,2,1()(2)(  jt j
T

jjj nAnλnQ   
и введем равенство  

.const)(),( 111  hhtF G                         (10) 
Здесь )3,2,1,(,),(  jTtF jj λn  − заданные функции клас-
сов C2, C1, соответственно. 

Для дальнейшего положим 
.)3,2,1;(0)( 2  jTttjn                     (11) 

Утверждение 1. Для того, чтобы равенство (10) являлось 
первым интегралом динамической системы (7), необходимо, 
чтобы выполнялись условия (11) и 

,)(0)(1 Ttt Q                                 (12) 
где Q1 определяется соотношением (9). 

Доказательство. Дифференцируя по t равенство (10), в си-
лу динамического уравнения системы (3), линеаризованного в ок-
рестности состояния (5), скалярных уравнений системы (7) и усло-
вий (6), (11) в результате получаем равенство относительно вектор-
функции G. Применяя к полученному равенству тождество 

,)()()( 11 TtT  GnAGAn                     (13) 
получаем соотношение 

  .)(0)()(1 Tttt  GQ                        (14) 
Равенство (14) является тождеством по переменной G, 

удовлетворяющемся при условии (12). 
Утверждение 2. Для того, чтобы равенство (10) являлось 

первым интегралом динамической системы (7), достаточно, что-
бы выполнялись ограничения (11), (12) и условие 

,0)( 0
1  Gf                                    (15) 

где функция f1 определяется равенством (9). 
Доказательство. Равенство (14) выполняется согласно ус-

ловию (12). Применяя тождество (13), в силу динамического 
уравнения системы (3), линеаризованного в малой окрестности 
состояния (5), уравнения (7) и условий (6), (11) получаем 

,0),(1 GtF  
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откуда для Tt  имеем 
,),( 011 thhtF G                                   (16) 

где h0 − постоянная интегрирования. 
Согласно линеаризованному динамическому уравнению (3) 

находим .)()(),( 11 TttF  GfG  Отсюда, задавая на-
чальные условия ,),,,0( 00

1
0
1 Gnnt   в соответствии с ограниче-

нием (15) имеем .00
1 F Следовательно, в силу соотношения (16) 

получаем h0  = 0, откуда непосредственно следует, что равенство 
(10) является первым интегралом системы уравнений (7). □ 

По аналогии с соотношением (10) введем равенство 
,)(),( 22 TthtF G                             (17) 

где h2 − постоянная интегрирования, а также функции )(tnij (i,  
j = 1, 2, 3), принадлежащие для Tt  классу C2.  
Пусть величина  

)()( 211222111 TtnnnntD   
− один из базисных миноров )3,2,1()( rtDr матрицы 

.)3,2,1;2,1(,)()(,)( 















 jint
G
Ft ijii

j

i nnF  

Пусть хотя бы один из миноров 0)( tDr  при Tt , и 
для определенности, положим 

.)(0)(1 TttD                                 (18) 
Условие (18) геометрически выражает некомпланарность 

векторов ,,, 321 enn где e3 − орт оси базиса .3  Так как при ус-
ловии (18) rang F (t) = 2, то линейные формы F1, F2 независимы. 

Предположим, что равенство (17) является первым инте-
гралом динамической системы (7), для которой одновременно 
существует и первый интеграл (10).  

Тогда в силу предыдущего имеет место следующее за-
ключение. 

Утверждение 3. Для того чтобы равенства (10), (17) явля-
лись независимыми первыми интегралами динамической систе-
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мы (7), необходимо и достаточно, чтобы для Tt  выполнялись 
условия (11) и 

,)2,1(0)(,0)( 0  jt jj GfQ                  (19) 
а также по крайней мере одно из условий типа (18). □ 

Доказательство этого утверждения − элементарно.  
Утверждение 4. Пусть для значений Tt   

.)3,2,1,()()(,)]([)(  jinttnt ijiiij nnF  
Тогда, если для Tt  существует линейный интеграл динами-
ческой системы (7) 

,const)()(),( 3333  hhtF GnG               (20) 
независимый по отношению к интегралам (10), (17), то выпол-
няется условие 

.)(0)()(det 321 Ttt  nnnF □               (21) 
Аналогично предыдущему устанавливается следующее 
Утверждение 5. Для того чтобы равенства (10), (17), (20) 

являлись независимыми первыми интегралами динамической 
системы (7), необходимо и достаточно, чтобы при j = 1, 2, 3 вы-
полнялись ограничения (11), (19). □ 

Следствия. 1. При выполнении условия (21) векторы n1, 
n2, n3 для Tt  некомпланарны. Справедливо и обратное.  

2. Пусть при каждом фиксированном значении индекса j 
выполняется условие 

.)3,2,1(00  jjf                                (22) 
Тогда при условиях (11), (18), (19) и (22) (для j= 1, 2) имеем 

.0)( 00
2

0
1  Gff                                  (23) 

3. При ограничениях (21), (22) система векторов 0
jf  (j = 1, 

2, 3) компланарна 
.0)( 0

3
0
2

0
1  fff                             (24) 

Замечания. 1. Условие (22) выполняется в случае, при ко-
тором исключается начальное состояние СМС, когда конфигу-
рационное пространство, неизменно связанное с вектором nj (t) 
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(при фиксированном значении индекса j), вращается вокруг не-
подвижного полюса со скоростью (− λ) относительно базиса .3  

2. Соотношения (23), (24) непосредственно следуют из 
второй группы условий типа (19) при j = 1, 2 и при j = 1, 2, 3, со-
ответственно. 

3. Совместный линейный интеграл  
Динамических систем 

Под совместным линейным интегралом понимается пер-
вый интеграл типа (10), являющийся интегралом линейной сис-
темы (7), который одновременно состоит первым интегралом 
исходной нелинейной системы (4). Если между данными инте-
гралами удастся найти функциональную взаимосвязь, то иссле-
дование линейной системы типа (7) будет представлять интерес 
в связи с тем, что анализ малых движений в окрестности состоя-
ния устойчивого равновесия СМС логически связан с решением 
вопроса о существовании линейного интеграла исходной нели-
нейной системы. 

Если существует линейный интеграл малых по всем Gj 
движений, определяемых уравнением (7), и его аналитическое 
продолжение в область существования линейного интеграла не-
линейной системы (4), то этот интеграл при выполнении усло-
вий аналитической продолжаемости является совместным инте-
гралом динамических систем (4) и (7).  

Условия аналитической продолжаемости являются огра-
ничениями, наложенными на параметры СМС, совместимыми с 
условиями существования малых движений ее носителя. В част-
ности, эти ограничения могут являться управляющими связями 
[7], реализация которых обусловливает существование линейно-
го интеграла. Такой подход к  исследованию вопроса о сущест-
вовании линейных интегралов уравнений движения основан на 
идеях Т. Кэйна [8] и В. Кинера [9].  

Получим ограничения, при которых система (7) обладает 
совместным с системой (4) линейным интегралом  

,)( h Gn                                         (25) 
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где n (t) − вектор-функция класса C2 (T), подчиненная условию 
типа (11); h − постоянная интегрирования. 

Обозначим, аналогично второму равенству (9), 
,)()(2)( nAnλnQ tt T                         (26) 

.)()( fnw jw                                    (27) 
Как известно [10], критериальное условие существования интегра-
ла (25) системы (4) сводится к выполнению для Tt  условий 

,0)(,0)( 11  fhn Lnsn                     (28) 

.)3,2(0
,0

,)3,2(0)1(

32

2
33

2
22

2
11






jnnm
nmnmnm

jnmhw

j

jj
j

j

                   (29) 

Для функции Q (t) (26) положим 
)(0)( Ttt Q                                (30) 

и предположим, что СМС обладает центральной кинетической 
симметрией, согласно которой 

,)()()( TttAt  EJ                            (31) 
где E − единичная матрица, A (t) − функция класса C0 (T). 

Приведем условие существования совместного линейного 
интеграла динамических систем (4), (7). 

Утверждение 6. Условия (28)−(30) и 
,0)( 0  Gf                                         (32) 

являются достаточными для существования линейного интегра-
ла (25) динамических систем (4), (7) в случае центральной кине-
тической симметрии СМС, определяемом условием (31). □ 

Доказательство этого положения проводится как и для ут-
верждения 2 с учетом условий (26)−(32).  
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА СИСТЕМ 

КАНОНИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ МЕХАНИКИ 
 

Получено условие мнимости спектра характеристиче-
ской матрицы линейного приближения уравнений движе-
ния гамильтоновой системы. Приводится пример приме-
нения полученного условия в классической задаче о ста-
ционарном вращении трехстепенного гироскопа в одно-
родной сплошной среде с сопротивлением.  

Ключевые слова: гамильтонова система; спектр собст-
венных значений характеристической матрицы; матрица 
Ганкеля.  
 

Введение 
При решении нелинейных задач динамики механических 

систем требуется применить условие, при котором спектр соб-
ственных значений (спектральное множество S) характеристи-
ческой матрицы линейного приближения возмущенной динами-
ческой системы содержит только нулевые и (или) мнимые зна-
чения. Этим свойством обладает обширный класс задач класси-
ческой механики. 

Одним из примеров задач подобного рода является задача 
о колебаниях нелинейной автономной динамической системы, 
при которых спектр собственных значений матрицы линейной 
                                                   
© Макеев Н. Н., 2020 
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части системы уравнений Эйлера-Пуассона, описывающей воз-
мущенное движение твердого тела вокруг неподвижного полюса 
в однородном поле силы тяжести представляется в виде 

.),,0,0( iiS   Здесь λ − действительное число − характе-
ристический множитель, i − мнимая единица [1, с. 201]. 

Другой задачей данного рода является задача о движении 
гиростата с постоянным гиростатическим моментом вокруг не-
подвижного полюса в комбинированном силовом поле, состав-
ляющими которого являются однородное гравитационное, по-
стоянное магнитное поле и поле сил Лоренца. В этой задаче 
спектр собственных значений при возмущенных колебаниях но-
сителя гиростата представлен множеством ,),0,0(  iS  где 
  − главная круговая частота колебаний [2]. 

В приведенных примерах всякому нулевому собственному 
значению соответствуют простые элементарные делители. 

К этому же классу задач относится и общая задача о воз-
мущениях линейных колебаний n-мерного осциллятора − дина-
мической системы с гамильтонианом 

)0(0det,),(
2

















 pqpq
ji pq

HHH  

в окрестности точки (0, 0) изолированного положения равнове-
сия системы. Здесь q, p − канонически сопряженные векторы 
обобщенных координат и импульсов размерности n. Если эта 
точка является положением равновесия эллиптического типа, то 
возмущенная система имеет собственные значения вида 

,),...,1( nki kk                                 (1) 

где все действительные числа ωk ≠ 0 [3, c. 155].   
К указанному классу задач относятся и модельные задачи, 

представленные в книге [4]: о движении механической системы 
в окрестности изолированного положения устойчивого равнове-
сия под воздействием стационарных сил в консервативном си-
ловом поле (с. 263); о линейных одномерных колебаниях систем 
двух (с. 269) и трех (с. 275) осцилляторов, связанных между со-
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бой линейной упругой удерживающей связью. В этих задачах 
корни соответствующих характеристических уравнений прина-
длежат спектральному множеству S вида (1). 

Существуют и другие случаи движения, а также примеры 
модельных задач, обладающих данным спектральным свойст-
вом. Указанные случаи объединены общим условием принад-
лежности собственных значений множества S мнимой оси ком-
плексной плоскости Z  

.)(Im ZS                                            (2) 

Это условие отражает определенное характерное свойство 
движения механического объекта. 

Целью настоящей работы является установление признака 
выполнимости условия (2). 

1. Предварительные положения 
Пусть дана гамильтонова система с n степенями свободы 

и ),( pqH  − ее гамильтониан, являющийся голоморфной функ-
цией, определенной в открытой области фазового пространства 

.2nR Здесь q, p − канонически сопряженные действительные 
векторы обобщенных координат qj и обобщенных импульсов pj 
размерности n. При этом ),...,1(, njpq jj   − локальные сим-
плектические координаты − функции класса C2 (q, p), опреде-
ленные в заданной области фазового пространства. 

Состояние механической системы в фазовом пространстве 
характеризуется каноническими уравнениями  

,),...,1(],[,],[ njHppHqq jjjj                 (3) 

где [ … ] − символ скобки Пуассона.  
В разложении голоморфной по qj, pj функции Гамильтона  

[3, c. 155] 







2

),(),(
k

kHH pqpq  

ограничимся квадратичной компонентой 
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,)2(),( 2312 2

1 qAqqAppAppq TTTH             (4) 

где )3,2,1( rrA  − числовые матрицы формата ,)( nn  при-
чем A1, A2 − симметрические матрицы; T − символ транспони-
рованной матрицы. В дальнейшем функцию H2, содержащуюся 
в уравнениях (3), обозначим H. 

Полагаем, что связи, наложенные на механическую сис-
тему, стационарны. Тогда в результате разложения функции 
полной механической энергии в степенной ряд в окрестности 
изолированного положения равновесия системы для гамильто-
ниана (4) имеем 

,)(),( 2
1

12

1 qAqqAqqq TTH                         (5) 

где 1
1
A  − положительно определенная матрица, в силу чего 

матрица 1A  также положительно определенна [5]. 
В дальнейшем для гамильтониана применяется выражение 

(5) и рассматривается только случай, при котором матрица A2 
положительно полуопределенна (или, по другой терминологии, 
неотрицательно определенна). В этом случае характеристиче-
ская матрица линейной части системы (3) имеет вид 

.
2

1











0A

A0
G                                    (6) 

Введем блочные (или клеточные по терминологии работы 
[5, c. 111]) матрицы вида  

,),(,)(

,),(,)(

4
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где IPP ,, 42
  − квазидиагональные матрицы [6, c. 146], причем 

матрица 
4P  диагонально симметрична матрице P4; E − единич-

ная матрица; X, Y − произвольные матрицы заданного формата; 
μ − характеристический параметр. 

2. Условие мнимости спектра характеристической 
матрицы 

Получим условие выполнимости спектрального ограниче-
ния (2). Характеристическое уравнение  

,0),(det)(  GL D                             (7) 

где G − матрица (6), всегда имеет парные корни (− μ, μ). При 
этом число его простых мнимых корней равно числу простых 
действительных корней уравнения .0)( iD  Полином D (μ) 
(7) есть функция только четных степеней параметра μ [4], в силу 
чего полином  

)],(),()([det)1(

]),(),([det)(

3341242
1

334124

Tn

T

i
iiD

AAPAAPEP
IAAPAAP










 

является действительной функцией. 
Положим ,0det G  x = x (x1,…, xn) и введем форму Ган-

келя [5, с. 354; 7] 







12

0)(

,)(
n

jk
jkjk xxbx                                 (8) 

где коэффициенты 

)...,1,0(Tr
2

1

 


mRb mm
n

s

m
sm Q               (9) 

и примем 

,)(det)(, EQGQ   Fi  

где ωs − корни полинома F (ω). 
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Поскольку 

,)()1()(  FiD n  

то полином F (ω) также действительный. Количество всех про-
стых корней полинома F (ω) равно рангу ганкелевой формы (8), 
а число всех его простых действительных корней − сигнатуре 
этой формы. При этом ее коэффициенты bm (9) равны соответст-
вующим суммам Ньютона для корней полинома F (ω). 

Критерием действительности всех корней полинома F (ω) 
является условие равенства ранга и сигнатуры ганкелевой фор-
мы (8). Корни n21 ,...,   полинома F (ω), содержащиеся в ра-
венстве (9), учитываются столько раз, какова их кратность. В 
силу этого имеем 

.Tr)( mmm iR G                                 (10) 

Пусть матрица G  − верхняя жорданова форма канониче-
ской матрицы G (6), на главной диагонали которой находятся 
все 2n собственных значений матрицы G, и пусть N − такая не-
вырожденная матрица, что 

.1 NGNG mm   

Тогда в силу свойств корней уравнения (7) и инвариантности 
следа матрицы относительно линейного невырожденного пре-
образования имеем 










,2при)1(
,12при0

Tr
2 kmb

km

k
k

mG                      (11) 

где число k может принимать нулевое и натуральные значения. 
Ганкелева форма (8) имеет всего 4n2 коэффициентов bm, из 

которых 2n2 равны нулю (n = 1, 2, …). Для формы 0  ранг 
равен ее сигнатуре. При этом все собственные значения канони-
ческой матрицы G различны, а матрице L (μ, G) соответствуют 
линейные элементарные делители. В силу этого выполняется 
определяющее спектральное условие (2). 
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Таким образом, установлено следующее результирующее 
утверждение: критерием полной принадлежности спектрально-
го множества невырожденной матрицы G мнимой оси ком-
плексной плоскости Z является условие равенства ранга и сиг-
натуры формы Ганкеля   (8). 

3. Стационарное вращение трехстепенного  
гироскопа 

В качестве примера применения полученного результата 
приведем классическую модельную задачу динамики твердого 
тела − задачу о стационарном вращении кинетически осесим-
метричного твердого тела со скоростью   в однородном поле 
силы тяжести. Твердое тело вращается вокруг оси симметрии, 
проходящей через неподвижный полюс. Сопротивление внеш-
ней среды при движении тела принимается как осредненная по-
стоянная величина. 

Используя известные уравнения движения тела и прини-
мая его стационарное вращение за невозмущенное движение, 
получим стандартным приемом систему уравнений возмущен-
ного движения, характеристическое уравнение которой имеет 
вид [8, c. 49]  

.0)(det 2
2

1
4  aa EG                     (12) 

Здесь обозначено 
,,)2( 22

121
22

3
2

11 MJaMJJJa                (13) 
где 31, JJ  − экваториальный и аксиальный главные моменты 
инерции тела, M − модуль результирующего момента сил со-
противления среды. 

Наложим на параметры задачи ограничения, заданные ус-
ловиями моделирования 

,899.462,112)( 11
2

11
2

3 JJMJMJJ       (14) 

согласно которым .560.4 1
31
 JJ  

При ограничениях (14) все элементы спектрального мно-
жества, определяемого уравнением (12), − простые мнимые, что 
соответствует спектру, устанавливаемому условием (2). 
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Обозначим 

,)(,)(

,4,2
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1
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1 2
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2
1

2
2

11









acac

aaaa


 

где параметры 21 , aa  определяются выражениями (13). При ус-
ловиях (14) и принятом минимальном значении величины   
параметры a1, a2, δ − положительные числа. Тогда блочная мат-
рица формата (4×4) линейной системы имеет структуру 

,
10
01

,
4

4








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






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



E
EP
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G  

а ее определитель 0det 2  aG  в силу равенства (13). Здесь 
),( 2144 cc  PP  − квазидиагональная матрица, введенная ранее. 

В результате вычислений для соотношений (9)−(11) имеем 

,)(2Tr,Tr

,2Tr,4Tr

216
62

14
4

12
2

0
0

 



aabab
abb

GG
GG

      (15) 

откуда следует, что главные диагональные матрицы формы Ган-
келя   являются гурвицевыми. Это означает, что матрица Ган-
келя Γ  формы (8) с элементами )3,...,0(2 kb k , определяе-
мыми равенствами (15), является невырожденной и эрмитовой. 
Все ее главные диагональные миноры положительны, в силу че-
го и сама форма .0  

Вследствие этого ранг данной формы равен ее сигнатуре, 
а матрица Γ для данного примера имеет вид 

.

00
00

00
00
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42

42
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Γ                              (16) 
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Таким образом, согласно приведенным утверждениям о 
структуре спектра  формы   заключаем, что для рассмотренно-
го примера условие мнимости элементов спектрального множе-
ства (2) выполняется. 

Комментарии 
В некоторых задачах о движениях механических объектов 

и в исследованиях стационарных состояний динамических сис-
тем соответствующие характеристические уравнения возмущен-
ных систем линейного приближения являются биквадратными  
уравнениями вида (12). Примерами таких уравнений являются 
уравнения, представленные в упомянутых выше модельных за-
дачах о линейных одномерных колебаниях систем двух и трех 
связанных осцилляторов, находящихся на линейных удержи-
вающих упругих связях [4, c. 268, 276], а также уравнения ста-
ционарного вращения волчка [9, c. 123]. 

Если при этом выполняется спектральное условие (2), то 
квадратное относительно μ2 уравнение (12) имеет действитель-
ные отрицательные корни, что является определенным отличи-
тельным признаком, позволяющим, в частности, установить 
факт устойчивости (или неустойчивости) стационарного враще-
ния трехстепенного гироскопа, рассмотренного в п. 3, путем 
применения элементарных соображений [9, c. 123], не связан-
ных с каким-либо определенным стандартным методом.  

Характерно, что матрица Ганкеля (16), представленная 
для значений (15), является иннорно положительной [10, c. 17], 
что соответствует спектральному множеству, определяемому 
условием (2). 

Множества собственных значений систем канонических 
уравнений (3), определяемых условием (2), характерны для за-
дач с осциллирующими режимами движения механических объ-
ектов [4, c. 263], а также для задач о стационарных движениях 
вращающихся  кинетически симметричных твердых тел [8].  

Динамической системе, заданной в приведенном примере, 
может быть дано следующее известное топологическое описа-
ние [11]. Ее спектр собственных значений при условиях, соот-
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ветствующих ограничениям (14), относится к множеству (1) и 
имеет вид  

,),( 21  ii   

удовлетворяющий условию (2). Фазовый портрет данной систе-
мы в пространстве R4 представлен вращениями с угловыми ко-
ординатами  

,, 2211 tt    

задающими диффеоморфизм фазовой поверхности. Здесь вели-
чины ω1, ω2 соответствуют параметрам ωk равенств (1).  

Фазовые траектории динамической системы (3) в этом 
случае расположены на двумерном торе 

}2mod),{( 21
2 T  

и удовлетворяют уравнениям  

., 2211     

При этом ненулевые частотные параметры ω1, ω2 рацио-
нально независимы, если для произвольных целых чисел k1, k2 
из равенства 

02211   kk  

следует условие k1 = k2 = 0. 
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МАТЕТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ  
СИЛОВЫХ И КИНЕМАТИЧЕСКИХ ПАРАМЕТРОВ  

ДЛЯ ВЕДОМОГО, ВЕДУЩЕГО  
И ТОРМОЗЯЩЕГО КОЛЕС 

Представлены схемы сил и эпюры нормальных контактных напряже-
ний, касательных сил трения, продольных скоростей на контакте шины 
с дорожным покрытием для неподвижного, ведомого, ведущего и тор-
мозящего колеса.   
Установлено, что для неподвижного колеса нормальные контактные 
напряжения распределяются неравномерно по длине контакта шины. 
Эпюра распределения нормальных контактных напряжений по длине 
контакта в центральной части беговой дорожки приближается к трапе-
цеидальной форме. 
Установлено, что для ведомого колеса длина зоны входа снижается, а дли-
на зоны выхода увеличивается. Максимальная величина продольных ско-
ростей наблюдается н входе и входе из шины из контакта. Величина 
скольжения на выходе из контакта больше, чем на входе.  
Показано, что для ведущего колеса действие крутящего момента при-
водит к перераспределению нормальных напряжений по длине контак-
та. Нормальные напряжения по сравнению с ведомым колесом не-
сколько повышаются в зоне ближе к выходу. Для ведущего колеса 
длина зоны входа увеличивается, а длина зоны выхода снижается. Ми-
нимальная величина продольных скоростей наблюдается н входе и 
входе из шины из контакта. Показано, что на ведущем колесе для ав-

томобиля Урал 4320: ZP  = 23500 Н, XP  = 1100Н, X  = 10, 1 МПа; 

для Урала 375: ZP  = 13500 Н, XP  =  6300Н, X  = 6,2 МПа. 

Ключевые слова: силовые и кинематические параметры; ведомое, 
ведущее, тормозящее колеса.  
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Введение   
В настоящее время колеса являются основным видом 

движителя для автомобилей и других транспортных средств.  
Особенности конструкции колес оказывают влияние на 

следующие параметры: тяговоскоростные, плавность хода топ-
ливноэкономические. В связи с этим важной проблемой являет-
ся распределение сил, эпюры нормальных контактных напряже-
ний, касательных сил трения, продольных скоростей на контак-
те шины с дорожным покрытием для неподвижного, ведомого, 
ведущего и тормозящего колеса [1–3]. 

При движении автомобиля колесо работает в сложных ус-
ловиях [4, 5]. В процессе качения на колесо действуют различ-
ные по величине и направлению силы. 

К силам внутреннего давления воздуха и веса автомобиля, 
действующим на колесо в неподвижном состоянии, при качении 
колеса добавляются динамические силы, а также силы, связан-
ные с перераспределением веса и груза автомобиля между коле-
сами [6–8]. Эти силы изменяют свою величину и направление 
для неподвижного, ведомого, ведущего и тормозного режима 
колеса [9–11]. 

При нагружении автомобильного колеса нормальной на-
грузкой шина подвергается деформации, и в зоне контакта с до-
рожным покрытием ее радиус R  уменьшается.   

 
Материалы и методы 

На рис. 1 показана схема неподвижного автомобильного 
колеса.  

В зоне контакта внешние силы, приложенные к шине со 
стороны дорожного покрытия, уравновешивают нагрузку от 
внутреннего воздуха в шине. 

В зонах № 1 часть беговой дорожки шины, имеющей дли-
ну l , уменьшается на величину )1( l  (  – относительная 
деформация шины). В зоне № 1 элемент беговой дорожки шины, 
наряду со стремлением сжаться в окружном направлении, при 
выпрямлении беговой дорожки получает угловое смещение вле-
во в зоне № 1 и вправо в зоне № 2. 
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Рис. 1. Схема неподвижного автомобильного колеса: ZP  – вер-
тикальная сила, R  – радиус шины колеса, R  – деформация 
радиуса шины колеса под действием вертикальной силы, ZR  – 

нормальная реакция, 21 lll   – длины контактной поверхно-

сти, 1 , 2  – углы контакта, X  – касательные силы трения 
 
При этом точка по вертикальной оси не имеет углового 

смещения и остается на прежнем месте. Смещенные элементов 
беговой дорожки препятствуют удельные силы трения KX , 
действующие между шиной и опорной поверхностью. 

qlKX   ,                                       (1) 
где   – коэффициент трения. 

Закон распределения продольных удельных сил трения по 
длине контакта может быть записан в виде  

 SinKXX  ,                                   (2) 
где   – текущее значение угла поворота колеса.  
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В поперечном направлении действуют поперечные ка-
сательные напряжения, природа которых аналогична природе 
продольных касательных напряжений. 

Вертикальную силу ZP  определим по формуле:  

 dFqPZ ,                                     (3) 

где q  – нормальные контактные напряжения, F  – площадь 
контакта. 

Нормальные контактные напряжения q  распределяются не-
равномерно по площади контакта шины. При малых R  нормаль-
ные контактные напряжения пропорциональны нормальной де-
формации шины RR / . При этом распределении нормальные 
контактные напряжения по длине контакта соответствуют эллип-
тическому или параболическому законам. Эпюра распределения 
нормальных контактных напряжений по длине контакта в цен-
тральной части беговой дорожки приближается к трапецеидальной 
форме (рис. 1). По ширине контакта нормальные контактные на-
пряжения также распределяются неравномерно.  

На рис. 2 показана схема ведомого колеса автомобиля. 

 
Рис. 2. Схема сил, действующих на ведомое колесо 
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Известно, что качение ведомого колеса происходит под 
действием толкающей силы XP , приложенной к оси колеса в 
горизонтальной плоскости, равной силе сопротивления качению 
ведомого колеса. 

Продольные касательные напряжения отталкивают шину 
от опорной поверхности, т. е. создают момент, способствующий 
качению колеса. При этом, в связи с наличием гистерезисных 
потерь в материале шины, давление беговой дорожки шины на 
опорную поверхность в зоне № 2 меньше, чем в зоне № 1.  

В этом случае нормальная реакция на участке № 1 боль-
ше, чем на участке № 2. При этом общая реакция дорожного 
покрытия смещается в направлении зоны № 1. Плечо a  реакции 

ZR  смещается в направлении движения колеса. В плоскости 
контакта ведомого колеса действует продольная реакция XR , 
направленная против движения колеса. Продольная реакция XR  
является результирующей продольных касательных напряжений 

X , приложенных в контакте. 
Уравнение равновесия сил запишем в виде  

ZZ RP  ,          XX RP  .                            (4) 
Эпюра нормальных контактных напряжений ведомого ко-

леса отличается от аналогичной для неподвижного колеса.  
Так как давление в зоне № 2 снижается, верхнее основа-

ние эпюры нормальных контактных напряжений может полу-
чить наклон в сторону выхода из контакта.  

Эпюра распределения касательных напряжений шины ве-
домого колеса отличается от аналогичной эпюры для неподвиж-
ного колеса. При качении ведомого колеса возникают дополни-
тельные составляющие продольных касательных сил, обуслов-
ленных действием в контакте продольной касательной силы XR  
и дополнительным угловым смещением элементов беговой до-
рожки относительно обода колеса при проходе последним зоны 
контакта. Эпюра X  касательных напряжений 5 и треугольная 
эпюра касательных напряжений 6 представляют распределение 
по длине контактных напряжений, вызванных действием реак-
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ций дорожного покрытия XR , равной силе сопротивления каче-
нию ведомого колеса. Это обусловлено тем, что напряжения, 
вызванные внешней касательной силой, действующей в контак-
те, вычитаются в зоне № 1 и суммируются в зоне № 2.  

Значит, разница между результирующими положитель-
ными и отрицательными касательными напряжениями должна 
быть равна внешней касательной силе, действующей в контакте, 
т. е. силе сопротивления качению ведомого колеса. Для входа и 
выхода из контакта должно иметь место скольжение.  

При этом с большей величиной касательных напряжений 
на выходе из контакта скольжение в этой зоне должно быть 
больше, чем на входе в контакт. 

Условие постоянства секундных объемов запишем в виде 
constSVSVSV XX  0011 ,                      (5) 

где 01 ,, VVV X  – окружные скорости на входе, в произвольном се-
чении, на выходе из контакта, 01 ,, SSS X  – площадь поперечного 
сечения на входе, в произвольном сечении, на выходе из контакта. 

Решая уравнение (5), получим 

X
X S

SVV 11 .                                       (6) 

Площадь поперечного сечения в произвольном сечении 
контакта определим по формуле 

XX RbS  ,                                       (7) 
где b  – ширина дорожки качения шины, XR  – радиус шины в 
произвольном сечении контакта. 

Радиус в произвольном сечении контакта определим по 
формуле 

XX RRR  1 ,                                    (8) 
где 1R  – радиус шины на входе в контакт. 

Деформацию радиуса шины колеса под действием верти-
кальной силы запишем в виде: 

)
2

cos1(1


 RRX ,                                  (9) 

  – угол в произвольном сечении контакта. 
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Подставляя (9) в (8), получим  

2
cos1

RRX   .                                    (10) 

Подставляя (10) в (7) и (6), будем иметь 

2
cos1

VVX   .                                    (11) 

Величину скольжения шины относительно поверхности 
дорожного покрытия запишем в виде   

1
11

1 



V
V

V
VV XX  .                             (12) 

Из рис. 2 следует, что для ведомого колеса длина зоны №1 
снижается, а длина зоны № 2 увеличивается. Величина сколь-
жения на выходе из контакта больше, чем на входе.  

Схема сил, действующих на ведущее колесо, показана на 
рис. 3. 

 
Рис. 3. Схема сил, действующих на ведущее колесо 
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Анализ показал, действие крутящего момента приводит к 
перераспределению нормальных напряжений по длине контакта.  

Нормальные напряжения по сравнению с ведомым коле-
сом несколько повышаются в зоне № 2 ближе к выходу.  

Это можно объяснить тем, что в связи со сдвигом вперед 
контакта шины относительно оси колеса размеры зоны выпрямле-
ния шины № 2 сокращаются, и расстояние 2l  становится мень-
шим, чем аналогичное расстояние в случае качения ведомого коле-
са. Это приводит к повышению давления в зоне № 2. И к тому, что 
наклон верхнего основания эпюры нормальных напряжений веду-
щего колеса становится меньше, чем у ведомого колеса. 

Под действием внешнего крутящего момента, приложен-
ного к ведущему колесу, происходит изменение величины и ха-
рактера распределения касательных напряжений по площади 
контакта. При передаче тягового усилия в контакте колеса с до-
рожным покрытием определяющими становятся продольные 
касательные силы, приложенные к шине и действующие в на-
правлении движения колеса.   

На ведущее колесо действуют: ZP  – вертикальная сила, 

ZR  – нормальная реакция, XR  – продольная реакция, XP  – ре-
акция оси колеса, равная силе тяги колеса. 

Уравнение равновесия моментов относительно оси колеса 
запишем в виде            aRrPM ZDXK  ,                               (13) 
где Dr  – радиус, KM  – крутящий момент. 

Под действием силы XR  контакт шины смещается вперед 
по направлению движения относительно оси колеса. В связи с 
этим зона контакта становится несимметричной относительно 
вертикальной оси, проходящей через ось колеса. 

Это приводит к тому, что длина зоны сжатия шины № 1 
становится больше длины зоны выпрямления шины № 2.   

При качении ведущего колеса благодаря окружной эла-
стичности шины и действию крутящего момента, элементы бе-
говой дорожки шины перед входом в контакт испытывают сжа-
тие в окружном направлении, а после выхода из контакта – рас-
тяжение.  
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В зонах № 1 часть беговой дорожки шины, имеющий дли-
ну l , уменьшается на величину )1( l  (  – относительная 
деформация шины), а после выхода из контакта его длина уве-
личивается )1( l .  

Распределение дополнительных касательных напряжений, 
вызванных продольной силой, можно представить изменяю-
щимся по линейному закону (линия 6). Из-за наличия окружной 
эластичности шины внешняя касательная сила, воспринимаемая 
в контакте колеса в дорожном покрытии, не может распреде-
ляться неравномерно по длине контакта. Каждый последующий 
элемент беговой дорожки входит в контакт свободным от воз-
действия внешней касательной силы. Нагружение в контакте 
отдельных элементов беговой дорожки шины внешней каса-
тельной силой происходит постепенно, по мере их движения к 
выходу из контакта.     

Величину дополнительных контактных напряжений, вос-
принимаемым данным элементом беговой дорожки, при отсут-
ствии скольжения в контакте определим по формуле 

xkX  ,                                     (14) 
где k  – жесткость на сдвиг элементов беговой дорожки, x  – 
деформация сдвига. 

По мере движения элемента к выходу из контакта и с уве-
личением его сдвиговой деформации будет возрастать продоль-
ная касательная сила в соответствии с линейным законом до тех 
пор, пока не наступит проскальзывание элемента относительно 
дорожного полотна. В этом случае продольная касательная сила 
станет равной силе трения между беговой дорожкой и дорож-
ным покрытием, и приращение касательной силы прекратится. 
Это обычно происходит на выходе зоны № 2, где достигаются 
максимальные сдвиговые деформации. В этом месте наступает 
снижение контактных нормальных напряжений.  

Там, где PXX   , наступает скольжение элементов бе-
говой дорожки относительно дорожного полотна 

ZPX P  ,                                      (15) 
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где   – коэффициент трения. 
Возникновение скольжения возможно, как в начале кон-

такта, так и на выходе из него.  
Из рис. 3 следует, что для ведущего колеса длина зоны №1 

увеличивается, а длина зоны № 2 снижается. Максимальная ве-
личина продольных скоростей наблюдается на входе и выходе 
шины из контакта. При этом в соответствии с формулой (3) 
скольжение на выходе из контакта больше, чем на входе.   

Продольные касательные контактные силы в зоне выхода 
несравнимо больше, чем зоне входа. Поэтому зона скольжения 
на выходе из контакта существенно больше, чем на входе. Сле-
довательно, в режиме качения ведущего колеса основное сколь-
жение шины должно имеет место в задней части зоны № 2. С 
увеличением крутящего момента продольные касательные кон-
тактные напряжения в контакте шины будут возрастать пропор-
ционально тяговой силе, обуславливающей дополнительные 
продольные касательные напряжения X . Эпюры распределе-
ния продольных касательных контактных напряжений по длине 
контакта ведущего колеса представлены на рис. 4. 

 
Рис. 4. Эпюры распределения продольных касательных 

контактных напряжений по длине контакта ведущего колеса 

Анализ графиков на рис. 4, показал, что с увеличением кру-
тящего момента интенсивно расширяются зоны предельных значе-
ний X , величина которых ограничена эпюрой сил трения PX . 
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Для крутящих моментов 1KM , 2KM , 3KM  эти зоны предель-

ных значений X  определяются соответственно точками 4, 5, 6 
для зоны № 2 и точками 1, 2, 3 для зоны № 1. Соответственно 
увеличиваются зоны скольжения, определяемые точками 7, 8, 9 
для зоны № 2 и точками 10, 11, 12 для зоны №1. Из рис. 4 следу-
ет, что с увеличением крутящего момента скольжение шины в 
контакте, возникающее в зоне № 2, стремиться занять всю пло-
щадь контакта и при определенном значении крутящего момен-
та скольжение может происходить по всей площади контакта. 
При этом скольжение беговой дорожки шины в контакте веду-
щего колеса происходит в направлении вращения колеса.   

При торможении вращению колеса препятствует тормо-
зящий момент TM , приложенный к тормозному барабану коле-
са и направленный в противоположную сторону по отношению 
к направлению вращения колеса. Схема сил, действующих на 
тормозящее колесо, представлена на рис. 5. 

 
Рис. 5. Схема сил, действующих на тормозящее колесо 
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На тормозящее колесо действуют: ZP  – вертикальная сила, 

ZR  – нормальная реакция, XR  – продольная реакция, XP  – тол-
кающая сила. 

Уравнение равновесия моментов относительно оси колеса 
запишем в виде  

aRrRM ZDXT   ,                               (17) 
где Dr  – радиус, KM  – тормозной момент.  

Анализ результатов 
Анализ показал, что действие сил, приложенных к тормо-

зящему колесу, противоположно по знаку силам и моментам, 
действующим на ведущее колесо. 

В соответствии с этим окружные и сдвиговые деформации 
шины в режиме качения тормозящего колеса должны быть про-
тивоположными по своему знаку в сравнении с режимом каче-
ния ведущего колеса. 

Под действием толкающей силы контакт шины с дорожным 
покрытием у тормозящего колеса смещается назад относительно 
оси колеса. Это приводит к увеличению зоны № 2 выпрямления 
шины в контакте и уменьшению зоны сжатия № 1. Благодаря про-
тивоположности знака крутящего момента элементы беговой до-
рожки шины тормозящего колеса перед входом в контакт испыты-
вают в окружном направлении растяжение, а в зоне, прилегающей 
к выходу из контакта – сжатие. При этом элемент, имеющий длину 
l  перед входом в контакт )1( l , а после выхода из контакта его 
длина уменьшается  )1( l . 

Действие тормозящего момента приводит к соответст-
вующему, но более существенному перераспределению нор-
мальных контактных напряжений по длине контакта, чем для 
ведущего колеса.  

Эпюра нормальных контактных напряжений по сравне-
нию с ведомым колесом заметно повышается в передней зоне 
№1 и снижается в зоне № 2. При этом более сильное влияние 
тормозящего момента на перераспределение нормальных кон-
тактных напряжений связано с тем, что из-за растянутости эле-
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ментов беговой дорожки, входящих в контакт в зоне № 1, длина 
контакта тормозящего колеса больше, чем у ведущего. Эпюра 
продольных касательных напряжений по длине контакта пред-
ставлена на рис. 5.  

Распределение дополнительных контактных напряжений 
происходит на эпюре линейной формы. Однако направление 
действия этих напряжений противоположно по сравнению с ве-
дущим колесом. 

 dbdlR XX  .                               (18) 

Анализ показывает, что у тормозящего колеса по сравнению 
с ведущим существенно снижаются касательные напряжения в зо-
не входа № 1 в контакте и повышаются в зоне выхода № 2. 

Это объясняется тем, что для ведущего колеса в задней 
части контакта № 2 для ведомого колеса дополнительные каса-
тельные напряжения противоположны по знаку, а для тормозя-
щего колеса – одинаковы. Поэтому продольные касательные 
напряжения у тормозящего колеса в задней части контакта № 2 
больше, чем у ведущего колеса  

При одинаковых тяговой и тормозящей силах зона сколь-
жения тормозящего колеса в задней части контакта № 2 больше, 
чем у ведущего колеса. У тормозящего колеса в передней части 
№ 1 контактные касательные напряжения противоположны. С 
увеличением тормозящего момента продольные контактные ка-
сательные напряжения шины возрастают пропорционально тор-
мозящей силе, обусловливающей дополнительные касательные 
напряжения. 

Из рис. 5 следует, что для тормозящего колеса длина зоны 
№ 1 снижается, а длина зоны № 2 увеличивается. Скольжение 
шины в контакте тормозящего колеса противоположно по знаку 
скольжению ведущего колеса – оно направлено в сторону дви-
жения колеса, т. е. противоположно вращению колеса. Величина 
скольжения на выходе из контакта больше, чем на входе 

Из рис. 5 следует, что для ведущего колеса длина зоны 
входа увеличивается, а длина зоны выхода снижается. Мини-
мальная величина продольных скоростей наблюдается на входе 
и выходе шины из контакта. 
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В соответствии с технической характеристикой для ав-
томобиля Урал 4320 применяются шины 12.00R20 (320R508), 
статическая нагрузка на колесо 23500 Н, масса диска 23 кг, 
масса шины 11 кг.    

Расчет вертикальных, горизонтальных сил, средних каса-
тельных сил трения и крутящего момента представлен в таблице.  

Расчет вертикальной, горизонтальной сил, 
средних касательных сил трения крутящего момента 
 

Автомобиль ZP  XP  X  KM  Колесо 

- Н Н МПа Нм - 

Урал 4320 23500 11000 10,1 102,6 на ведущем 
колесе 

Урал 375 13500 6300 6,2 84,6 на ведущем 
колесе 

 
Анализ данных, приведенных в таблице, показал, что на 

ведущем колесе для автомобиля Урал 4320 ZP  = 23500 Н, XP  = 

1100 Н, X  = 10,1 МПа, для Урала 375 ZP  = 13500 Н, XP  = 

6300 Н, X  = 6,2 МПа. 

Выводы 
1. Представлены схемы сил и эпюры нормальных кон-

тактных напряжений, касательных сил трения, продольных ско-
ростей на контакте шины с дорожным покрытием для непод-
вижного, ведомого, ведущего и тормозящего колеса.   

2. Для неподвижного колеса нормальные контактные на-
пряжения q  распределяются неравномерно по длине контакта 
шины. Эпюра распределения нормальных контактных напряже-
ний по длине контакта в центральной части беговой дорожки 
приближается к трапецеидальной форме. 

3. Эпюра нормальных контактных напряжений ведомого 
колеса отличается от аналогичной для неподвижного колеса.  

Так как давление в зоне выхода из контакта снижается, то 
верхнее основание эпюры нормальных контактных напряжений 
может получить наклон в сторону выхода из контакта.  
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Для ведомого колеса длина зоны входа снижается, а длина 
зоны выхода увеличивается. Максимальная величина продоль-
ных скоростей наблюдается на входе и выходе шины из контак-
та. Величина скольжения на выходе из контакта больше, чем на 
входе.  

4. Показано, что для ведущего колеса действие крутящего 
момента приводит к перераспределению нормальных напряжений 
по длине контакта. Нормальные напряжения по сравнению с ведо-
мым колесом несколько повышаются в зоне ближе к выходу.  

Для ведущего колеса длина зоны входа увеличивается, а 
длина зоны выхода снижается. Максимальная величина про-
дольных скоростей наблюдается на входе и выходе шины из 
контакта. Скольжение на выходе из контакта больше, чем на 
входе.   

5. Действие сил, приложенных к тормозящему колесу, 
противоположно по знаку силам и моментам, действующим на 
ведущее колесо. Под действием толкающей силы контакт шины 
с дорожным покрытием у тормозящего колеса смещается назад 
относительно оси колеса. Это приводит к увеличению зоны вы-
хода выпрямления шины в контакте и уменьшению зоны сжатия 
входа.  

Действие тормозящего момента приводит к соответст-
вующему, но более существенному перераспределению нор-
мальных контактных напряжений по длине контакта, чем для 
ведущего колеса. Эпюра нормальных контактных напряжений 
по сравнению с ведомым колесом заметно повышается в вход-
ной зоне и снижается в выходной зоне 

Для ведущего колеса длина зоны входа увеличивается, а 
длина зоны выхода снижается. Минимальная величина про-
дольных скоростей наблюдается на входе и выходе шины из 
контакта. 
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МЕТОД ИНТЕРВАЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ  
ПАРАМЕТРОВ ДЛЯ МОДЕЛЕЙ НЕРЕГУЛЯРНОЙ 

ПОПУЛЯЦИОННОЙ ДИНАМИКИ  

Рассмотрим особый аспект в методике моделирования нели-
нейных популяционных процессов и экстремальных режимов в 
экодинамике с использованием гибридных динамических сис-
тем. Свойства поведения траектории многих моделей с пере-
ходом к хаосу часто достаточно трудно интерпретировать 
для практических задач и биологически их обосновать. Оди-
наковые бифуркации в двух моделях могут трактоваться со-
вершенно различно, и так приводить к противоречивым ре-
шениям при управлении эксплуатацией биоресурсов. Можно 
предположить, что параметры моделей могут принимать 
значения не априори фиксированные, но быть интервально 
заданными величинами. Предлагаются критерии для подбора 
диапазонов биологически обоснованного поведения моделей и 
исключения неадекватных нелинейных эффектов.  
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Введение 
Мы продолжаем серию работ, где рассматриваем совре-

менные вычислительные методы для описания нелинейной ди-
намики популяционных процессов в меняющихся условиях сре-
ды. Модельные сценарии включают экспертные стратегии 
управления биоресурсами [1]. Последствия оптимизации управ-
ления подразумевают пороговые эффекты – резкие смены со-
стояния, как коллапс популяции или вспышка массового раз-
множения. Соответственно логике моделируемого процесса, 
параметры в сценариях по своим свойствам и вкладу должны 
быть разграничены. Некоторые включенные параметры это 
фундаментальные характеристики вида, например изначальный 
вес икринки у рыб и коэффициенты анаболизма и катаболизма 
для моделирования размерного развития особей поколения. 

Количественные показатели популяций это устоявшиеся ха-
рактеристики в результате коэволюции видов в данном окруже-
нии. Другие параметры наших моделей абстрактны и изменяют-
ся – варьируются ситуативно, но с разной скоростью. Некото-
рые характеристики, в том числе показатели эффективности ре-
продуктивного цикла, могут в некоторых пределах определяться 
состоянием самой популяции, что учитывается разработанным 
нами методом триггерных функционалов в гибридных моделях 
[2]. Вклад в динамические свойства траектории у разных пара-
метров моделей, как известно, различен – бывают бифуркаци-
онные параметры, меняющие фазовый портрет или только мас-
штабирующие. 

Актуальность  
Существует проблема интерпретируемого поведения мо-

делей биосистем и дискретности приемлемых параметрических 
диапазонов. Оказывается, что для каждого реального популяци-
онного параметра есть границы диапазона возможных измене-
ний. У моделей с бифуркациями мы находим такие режимы по-
ведения, где поведение траектории остается биологически объ-
яснимо и согласовано с наблюдениями. Однако, в расчетах мо-
гут резко возникать и исчезать эффекты, где поведение модели 
вдруг выходит за рамки интерпретации. 
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Хрестоматийный пример для итерационной популяцион-
ной модели )exp(1 nnn bxaxx   случай перехода от хаоса к 

циклу периода p=3 с дальнейшим удвоением цикла ip 23  и 
резким закрытием периодического окна при внутреннем кризисе 
несвязного аттрактора. Можно по-разному подходить к пробле-
ме странных явлений, главное досконально понимать биологи-
ческие аспекты и принципы моделируемого процесса. 

Возникновение бифуркаций само по себе не является осо-
бенным достоинством моделей. Хаотический режим из-за появ-
ления аттрактора фрактальной (канторовской) структуры в 
большинстве случаев мы оцениваем как необоснованное свой-
ство. Арсенал используемых в итерационных моделях нелиней-
ных эффектов всегда ограничен, есть три типа бифуркаций и 
три варианта кризиса – резкого внутреннего перестроения 
структуры аттрактора. Они возникают у итераций по фундамен-
тальным математическим причинам, не связанным с предметной 
областью. В разных биологических моделях неизбежно возник-
нут одинаковые метаморфозы поведения траектории, но кото-
рые будут различно истолкованы. Пример из практики приме-
нения моделей рыболовства [3], когда увеличение доли изъятия 
в реальности совсем не уменьшает флуктуации популяций и не 
переводит режим существования биосистемы из хаотических 
изменений в стабильное положение. 

Важность исследований таких явлений как кризисы ат-
трактора в "окне периодичности" в том, что качественно раз-
личные режимы поведения траектории, возникающие сразу при 
малом изменении параметра, могут критическим образом влиять 
на результаты практической интерпретации численных расче-
тов, полученных при имитации сценария управления.  

Методы преодоления проблемы интерпретируемости 
В случае анализа требующих обоснований нескольких 

моделей с противоположным по смыслу поведением необходи-
мо формулировать логические цепочки из утверждений, и опро-
вергать противоречивые следствия. Математическое описание 
процессов в практической области экодинамики должно базиро-
ваться на теоретическом биологическом обосновании, которое 
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назовем базисом – набором причинно-следственных связей не-
посредственно вытекающих из данных наблюдений. Для описа-
ния известных по историческим сведениям популяционных 
процессов при моделировании задача разрешима, проблемы 
усиливаются при модельном прогнозировании – динамики в но-
вых измененных условиях. 

Отметим следующие три практически важных аспекта. 

1. Нелинейные эффекты в моделях будут связаны один с 
другим. Сценарию хаотизации Фейгенбаума из [4] сопутствуют 
другие эффекты и трудно интерпретируемые биологически (два 
кризиса несвязного аттрактора, субдукция, перемежаемость). 
Эти явления возникают при малом изменении параметра и более 
резко меняют поведение, чем бифуркация удвоения периода. 

2. Критерии возникновения бифуркаций могут выпол-
ниться для совершенно разных моделей независимо от направ-
ления изменения параметров. Реализация сценария хаотизации в 
динамических системах вида 1 ( ; )n nx f x  a  через каскад бифур-
каций удвоения периода цикла является следствием выполнения 
критериев теоремы Синжера [5], не имеющих отношения к био-
логической проблематике. Критерии включают соотношения 
второй и третьей производных функции f [6]. 

3. Границы областей притяжения аттракторов могут изме-
няться и влиять на динамический режим траектории модели. 
Сложные границы могут возникнуть в казалось бы простом слу-
чае, например, при образовании сосуществующих двух устой-
чивых циклов у итераций неунимодальной функции в периоди-
ческом окне, которое прерывает хаотический режим.   

Есть несколько идей в целях преодоления невозможности 
биологической интерпретации сложных нелинейных эффектов, 
свойственных итерационным динамическим системам. Покажем 
возможные математические методы для обхода проблемы. 

Цель построения модели экологического сценария в ана-
лизе происходящего с динамической системой при последова-
тельном изменении управляющего параметра.  

В ситуациях сложных эффектов анализ целесообразно 
проводить на последовательном наборе разграниченных пара-
метрических диапазонов. 
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Предложение 1. Представление репродуктивного пара-
метра популяции не обязательно будет ограничено точечной 
числовой величиной в дискретной динамической модели.  

Пусть a независимый от численности интервально задан-
ный параметр репродуктивного потенциала – на наборе интер-
валов: 

1 1 1 1[ , ] [ , ] [ , ]i i i ia a a a a a   a . 

Предложение 2. Под воздействием факторов и условий 
среды обитания, интервальный параметр a не растягиваясь мо-
жет сдвигаться на последовательном наборе субинтервалов. 

rad 1/ 2( ) .a a const  a  

Предложение 3. Для случая, когда определяющая изме-
нение численности популяции зависимость задана функцией, 
соответствующей условиям теоремы Синжера о шварциане:  

1. 
2

'''( ) 3 '' ) 0.'( ) 2 '( )
x xS x x

 
   

   
 

 

2. '( ) 0, '( ) 0 при .m mf x f x x x    
Отдельно нужно выделить диапазоны периодических окон. 

Замечание 1. Тогда, с учетом Предложения 1, будем опе-
рировать интервальным расширением f(a,x).  

Замечание 2. Условия Предложения 3 всегда выполняются 
для модели воспроизводства популяций рыб Рикера: 

2

2 ( ) 1

2 2

2

'( ) (1 ),
''( ) ( 2),
'''( ) (3 ) и ( ) ( 1) ( ), 

4 6  и  0 для .
2(1 )

bx

bx

bx n n n bx

x a bx
x ab bx
x ab bx x ab bx n

b x bxS b S x
bx





  

 

  
  
      

  
 



e
e

e e  

Но не всегда для модели Дж. Шепарда: ( )

1
b

ax
f x

x
K




 
 
 

, так как  
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* *

*

2

( ) 1,  и является двухпараметрическим отображением:

( ) ( ) ( ) ( )
, .

( )

b

b b b b

b b

f x x K a

df x K x aK ab Kx df x a ba b
dx K x dx a

  

   
 



 

При b<1 критических точек нет, при b=2 репродуктивная 
функция запаса и пополнения имеет критическую точку x=K. 

Гибридное непрерывно-дискретное время может соче-
таться с интервальным представлением параметров моделей. 
При использовании интервального подхода необходимо оценить 
радиус интервала a. Возможны различные подходы, основанные 
как на знании биологии вида, так и на фундаментальных мате-
матических представлениях, как полученный в результате вы-
числений результат Фейгенбаума, изучавшего свойства отобра-
жения xn+1=4xn(1–xn) с целью определения значений , при ко-
торых происходит удвоение периода цикла, возникшего после 

выполнения условия 
*

* *( , ) 1, ( , ) .
x x

df x f x x
dx 

 
a a  

Если n значение параметра, при котором период удваи-
вается в n-й раз, то величина n быстро приближается к посто-
янной величине : 

1

2 1

, lim 4,6692.n n
n nn

n n




 

 
   

 
 

Так за конечное приращение бифуркационного параметра 
период цикла становится бесконечным (тогда говорят о хаоти-
зации), причем интервал между последовательными усложне-
ниями поведения траектории динамической системы быстро 
сокращается. Теоретические объяснение явления "универсаль-
ности в поведении нелинейных систем" сложны, и построению 
строгой математической теории были посвящены многие рабо-
ты, однако некоторые утверждения до сих пор базируются на 
результатах вычислительных экспериментов. Сложным остается 
теоретический вопрос об исчерпывающем и неизбыточном оп-
ределении понятия детерминированного хаоса. 
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Замечание 2. Поведение динамической системы модели 
Рикера 1

nbx
n nx ax 
  e  отличается от квадратичного отображения 

Фейгенбаума. В модели Рикера невозможен граничный кризис 
хаотического аттрактора, так как 0)(lim  xfx  [7].  

Замечание 3. Хаотический режим не имитирует случай-
ность изменений, не является тождественным процессом по от-
ношению к белому шуму. Вероятность нахождения траектории 
в одних частях аттрактора выше, чем в других, что связано с 
геометрической структурой неустойчивых точек [8]. С учетом 
известных нам данных о поведении популярных моделей про-
мысловых популяций Рикера и Шепарда отметим: 

Предложение 4. Пусть ширина интервального параметра 
a для итераций при 1inf  a  содержит внутри как минимум 
одно бифуркационное значение n : 2 1

1rad [ ].2  a   
На основе предложений предложим следующий принцип. 
Гипотеза 1. Возрастание репродуктивного потенциала 

увеличивает уже избыточный набор возможных изменений ка-
чественной динамики, которые возможны для популяции.   

При использовании идеи интервальной неопределенности 
характеристик увеличение репродуктивного потенциала не при-
водит однозначно к выводу о хаотизации, но увеличивает коли-
чество доступных качественно различных типов динамики чис-
ленности популяции, в том числе экстремальных [9].  

Замечание 4. Возможно, что количество изменений, проис-
ходящих для интервала a, может быть бесконечным.  

Для исследователя часто важно знать некоторое усреднен-
ное по интервалу времени качественное состояние динамиче-
ской системы. Для оценивания суперпозиции поведения интер-
вального расширения отображения вполне применимы методы 
масштабируемой решетки с вычислением агрегированного па-
раметра (убыли или воспроизводства).  

Предложение 5. Пусть w ограниченный интервал [ , ]w w , 
внутри которого может принимать различные значения предло-
женный нами интервально заданный основной репродуктивный 
параметр популяции в дискретной модели. 
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{ | , }a a a a a   a w . 

Ограничение обосновано тем, что для биологической моде-
ли невозможно не лимитированное возрастание амплитуды апе-
риодических колебаний. Выбор изменений интервального пара-
метра должен соответствовать одному из доступных диапазонов 
заданного набора интервалов интерпретируемости. 

Заключение 
Разработка структуры уравнений модели составит только 

половину необходимых исследований. Противоречивыми свой-
ствами может обладать даже теоретически обоснованная дина-
мическая система, если будет функционировать в непредусмот-
ренных параметрических диапазонах. Ранее мы рассматривали 
популяционные модели с нелинейными эффектами для таких 
ситуаций как инвазионная вспышка и деградация биоресурсов. 
Мы использовали два из шести возможных эффектов, обходя и 
избегая излишние.  

В сценариях с управлением разграничение поведения ста-
новится нетривиальной проблемой. Опыт применения сценарно-
го подхода с логикой внешнего воздействия на биосистему при-
вел к идеям интервальной методики для ограничения возможно-
сти возникновения метаморфозов фазового портрета гибридных 
и итерационных моделей с точки зрения биологической интер-
претируемости, обоснованности поведения при изменениях па-
раметров и соответствия данным наблюдений.  

В следующей работе рассмотрим экстремальную колеба-
тельную динамику инвазионных и гидробиологических процес-
сов, важную для экосистем и для прибрежных водоемов, как 
показано А.В. Никитиной в модели для Азовского моря [10]. 
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óïðîùåíà, è ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ âû÷èñëåíèåì ñòàöèîíàðíûõ ïëîò-
íîñòåé âåðîÿòíîñòè, åñëè òàêîâûå ñóùåñòâóþò. Àíàëèç ñèñòåì åùå
áîëåå óïðîùàåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå ñòîõàñòè÷åñêèå
ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è àääèòèâíûìè âîçìó-
ùåíèÿìè [1]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ ïîñëåäíèõ ñòàöèîíàðíû-
ìè ïëîòíîñòÿìè áóäóò îäíî- è ìíîãîìåðíûå íîðìàëüíûå ãàóññîâû
ðàñïðåäåëåíèÿ, ïàðàìåòðèçóåìûå âåêòîðàìè ìàòåìàòè÷åñêèõ îæè-
äàíèé è ìàòðèöàìè êîâàðèàöèé (äèñïåðñèé) ñîîòâåòñòâóþùåãî ïî-
ðÿäêà.

×òîáû ïðåîäîëåòü òðóäíîñòè ó÷åòà ýôôåêòà çàïàçäûâàíèÿ, èñ-
ïîëüçóþò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ. Ñàìûé ïðîñòîé � ýòî àíàëèç ñòàöè-
îíàðíûõ ðåæèìîâ â ëèíåéíûõ ñèñòåìàõ.

Ðÿä ïðîñòûõ ïðîáëåì äëÿ ÑÎÄÓ ñ îäíèì ïîñòîÿííûì çàïàç-
äûâàíèåì áûë ðåøåí Ñ. Ãèéþçèêîì (S.Guillouzic), Ò.Ä.Ôðàíêîì è
Ó.Êþõëåðîì [2�10]. Ðàñïðîñòðàíåíèå ñõåìû Ñ. Ãèéþçèêà íà íîâûå
êëàññû ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì îñóùåñòâëåíî â ðÿäå íàøèõ ðà-
áîò [11�13].

Âàæíûì êëàññîì ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì ÿâ-
ëÿþòñÿ ëèíåéíûå ñòîõàñòè÷åñêèå ýâîëþöèîííûå äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ çàïàçäûâàíèåì (ÑÄÓâ-
×ÏñÇ). Èç-çà îñîáîé ñëîæíîñòè àíàëèçà òàêèõ óðàâíåíèé îñîáûé
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ðåäêèå ìîäåëè, ôîðìà êîòîðûõ ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü òî÷íûå âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ñîîòâåòñòâóþùèõ
âåêòîðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé ñîñòîÿíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû íàøèõ ðàáîò [14,
15] äëÿ îòäåëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïåðåíîñÿòñÿ íà ñèñòåìó äâóõ
ÑÄÓâ×ÏñÇ ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

∂2U1(x, t)

∂t2
+ 2α1

∂U1(x, t)

∂t
+ β1 U1(x, t) =

= γ1
∂2U1(x, t)

∂x2
+ ϵ11 U1(x, t− τ1) + ϵ12 U2(x, t− τ2) + σ1 V1(x, t),

∂2U2(x, t)

∂t2
+ 2α2

∂U2(x, t)

∂t
+ β2 U2(x, t) =
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= γ2
∂2U2(x, t)

∂x2
+ ϵ21 U1(x, t− τ1) + ϵ22 U2(x, t− τ2) + σ2 V2(x, t),

èëè

L1t

[
U1(x, t), U2(x, t)

]
= σ1 V1(x, t), (1)

L2t

[
U1(x, t), U2(x, t)

]
= σ2 V2(x, t), (2)

ãäå

L1t

[
U1(x, t)

]
=

∂2U1(x, t)

∂t2
+ 2α1

∂U1(x, t)

∂t
+ β1 U1(x, t)−

− γ1
∂2U1(x, t)

∂x2
− ϵ11 U1(x, t− τ1)− ϵ12 U2(x, t− τ2), (3)

L2t

[
U2(x, t)

]
=

∂2U2(x, t)

∂t2
+ 2α2

∂U2(x, t)

∂t
+ β2 U2(x, t)−

− γ2
∂2U2(x, t)

∂x2
− ϵ21 U1(x, t− τ1)− ϵ22 U2(x, t− τ2), (4)

t � âðåìÿ (t > 0), τ1, τ2 � ïîñòîÿííûå ïîëîæèòåëüíûå çàïàçäûâà-
íèÿ, U(x, t) = {U1(x, t), U2(x, t)} (x ∈ R, t > 0) � âåêòîðíîå ñëó-
÷àéíîå ïîëå ñ íåèçâåñòíûìè âåðîÿòíîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè,
V (x, t) = {V1(x, t), V2(x, t)} (x ∈ R, t > 0) � âåêòîðíîå ñòàöèîíàðíîå
ïîëå ñ íåçàâèñèìûìè êîìïîíåíòàìè, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíû ïîëÿ
ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé mVk

(x, t), ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå
êîâàðèàöèîííûå ôóíêöèè CVkVk

(x̄, t̄) (x̄, t̄ ∈ R) è ñïåêòðàëüíûå
ïëîòíîñòè SVkVk

(ωx, ωt) (ωx, ωt ∈ R), ñâÿçàííûå ôîðìóëàìè Âè-
íåðà�Õèí÷èíà [16]:

SVkVk
(ωx, ωt) =

1

(2π)2

∫
R

∫
R
e−i(ωxx̄+ωt t̄)CVkVk

(x̄, t̄) dx̄ dt̄, (5)

CVkVk
(x̄, t̄) =

∫
R

∫
R
ei(ωxx̄+ωt t̄)SV kVk

(ωx, ωt) dωx dωt, (6)

i � ìíèìàÿ åäèíèöà, αk > 0, βk > 0, γk > 0, ϵkℓ, σk > 0 (k, ℓ = 1, 2)
� ïîñòîÿííûå, R = (−∞,+∞).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî U(x, t) � ñëó÷àéíîå ïîëå âòîðîãî ïîðÿäêà,
äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîå ïî x è t â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì. Öåëüþ
èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìàòðèöû ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíî-
ñòåé âåêòîðíîãî ïîëÿ U(x, t), îïðåäåëÿþùåãî ñîñòîÿíèå èññëåäóå-
ìîé ñèñòåìû è ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (1), (2).
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2. Ðåøåíèå çàäà÷è

Çàïèøåì óðàâíåíèÿ (1), (2) â ïåðåìåííûõ x = x1, t = t1 è
x = x2, t = t2:

L1t1

[
U1(x, t1), U2(x, t1)

]
= σ1 V1(x, t1), (7)

L1t2

[
U1(x, t2), U2(x, t2)

]
= σ1 V1(x, t2), (8)

L2t1

[
U1(x, t1), U2(x, t1)

]
= σ2 V2(x, t1), (9)

L2t2

[
U1(x, t2), U2(x, t2)

]
= σ2 V2(x, t2), (10)

è óñðåäíèì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé âî âñåìó ïðî-
ñòðàíñòâó ñîñòîÿíèé. Òîãäà ïîëó÷èì:

L1t1

[
mU1(x, t1),mU2(x, t1)

]
= σ1 mV1(x, t1), (11)

L1t2

[
mU1(x, t2),mU2(x, t2)

]
= σ1 mV1(x, t2), (12)

L2t1

[
mU1(x, t1),mU2(x, t1)

]
= σ2 mV2(x, t1), (13)

L2t2

[
mU1(x, t2),mU2(x, t2)

]
= σ2 mV2(x, t2), (14)

Â óðàâíåíèÿõ (11)�(14) äëÿ ôóíêöèé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ:

mUk
(·, ·) = ⟨Uk(·, ·)⟩,

ãäå ⟨...⟩ � ñèìâîë óñðåäíåíèÿ.
Ïóñòü äëÿ k, ℓ = 1, 2

CUkUℓ
(x1, t1, x2, t2) = ⟨Ůk(x1, t1) Ůℓ(x2, t2)⟩,

CUkVℓ
(x1, t1, x2, t2) = ⟨Ůk(x1, t1) V̊ℓ(x2, t2)⟩,

CVkUℓ
(x1, t1, x2, t2) = ⟨V̊k(x1, t1) Ůℓ(x2, t2)⟩,

CVkVℓ
(x1, t1, x2, t2) = ⟨V̊k(x1, t1) V̊ℓ(x2, t2)⟩,

Ůk(·, ·) = Uk(·, ·)−mUk
(·, ·), V̊k(·, ·) = Vk(·, ·)−mVk

(·, ·).

Âû÷òåì èç óðàâíåíèé (7)-(10) ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ (11)�
(14), à çàòåì óìíîæèì ïîñëåäîâàòåëüíî ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè ïî-
ëó÷åííûõ óðàâíåíèé íà Ů1(x2, t2), V̊1(x1, t1), Ů2(x2, t2), V̊2(x1, t1) è
óñðåäíèì èõ. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü:

L1t1

[
CU1U1

(x1, t1, x2, t2), CU2U1
(x1, t1, x2, t2)

]
= σ1 CV1U1

(x1, t1, x2, t2),
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L1t2

[
CV1U1

(x1, t1, x2, t2), CV1U2
(x1, t1, x2, t2)

]
= σ1 CV1V1

(x1, t1, x2, t2),

L2t1

[
CU1U2

(x1, t1, x2, t2), CU2U2
(x1, t1, x2, t2)

]
= σ2 CV2U2

(x1, t1, x2, t2),

L2t2

[
CV2U1

(x1, t1, x2, t2), CV2U2
(x1, t1, x2, t2)

]
= σ2 CV2V2

(x1, t1, x2, t2).

Ê ýòèì óðàâíåíèÿì äîáàâèì ñëåäóþùèå, ïîëó÷åííûå àíàëîãè÷íî:

L1t1

[
CU1U2

(x1, t1, x2, t2), CU2U2
(x1, t1, x2, t2)

]
= σ1 CV1U2

(x1, t1, x2, t2),

L1t2

[
CV2U1

(x1, t1, x2, t2), CV2U2
(x1, t1, x2, t2)

]
= σ1 CV2V1

(x1, t1, x2, t2),

L2t1

[
CU1U1

(x1, t1, x2, t2), CU2U1
(x1, t1, x2, t2)

]
= σ2 CV2U1

(x1, t1, x2, t2),

L2t2

[
CV1U1

(x1, t1, x2, t2), CV1U2
(x1, t1, x2, t2)

]
= σ2 CV1V2

(x1, t1, x2, t2),

ïðè÷åì CV2V1
(x1, t1, x2, t2) ≡ 0 ≡ CV1V2

(x1, t1, x2, t2).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ñèñòåìå çàâåðøè-

ëèñü, à èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ïðèøëà â ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, â
êîòîðîì âåêòîðíîå ñëó÷àéíîå ïîëå U(x, t) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê ñòàöèîíàðíîå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîå â øèðîêîì ñìûñëå
ñî ñòàöèîíàðíî ñâÿçàííûìè êîìïîíåíòàìè ìåæäó ñîáîé è ñ øó-
ìîì. Òîãäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x = x2 − x1, s = t2 − t1, ïîñëåäíèå
äâå ãðóïïû óðàâíåíèé ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä:

H1

[
CU1U1

(x, s), CU2U1
(x, s)

]
= σ1 CV1U1

(x, s),

H2

[
CV1U1

(x, s), CV1U2
(x, s)

]
= σ1 CV1V1

(x, s),

H3

[
CU1U2

(x, s), CU2U2
(x, s)

]
= σ2 CV2U2

(x, s),

H4

[
CV2U1

(x, s), CV2U2
(x, s)

]
= σ2 CV2V2

(x, s),

H5

[
CU1U2

(x, s), CU2U2
(x, s)

]
= σ1 CV1U2

(x, s), (15)

H6

[
CV2U1

(x, s), CV2U2
(x, s)

]
= 0,

H7

[
CU1U1

(x, s), CU2U1
(x, s)

]
= σ2 CV2U1

(x, s),

H8

[
CV1U1

(x, s), CV1U2
(x, s)

]
= 0,

ãäå

H1

[
·, ·
]
=

∂2CU1U1
(x, s)

∂s2
− 2α1

∂CU1U1
(x, s)

∂s
+ β1 CU1U1

(x, s)−

− γ1
∂2CU1U1(x, s)

∂x2
− ϵ11 CU1U1

(x, s+ τ1)− ϵ12 CU2U1
(x, s+ τ2),

H2

[
·, ·
]
=

∂2CV1U1(x, s)

∂s2
+ 2α1

∂CV1U1
(x, s)

∂s
+ β1 CV1U1(x, s)−
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− γ1
∂2CV1U1

(x, s)

∂x2
− ϵ11 CV1U1

(x, s− τ1)− ϵ12 CV1U2
(x, s− τ2),

H3

[
·, ·
]
=

∂2CU2U2(x, s)

∂s2
− 2α2

∂CU2U2(x, s)

∂s
+ β2 CU2U2(x, s)−

− γ2
∂2CU2U2

(x, s)

∂x2
− ϵ21 CU1U2

(x, s+ τ1)− ϵ22 CU2U2
(x, s+ τ2),

H4

[
·, ·
]
=

∂2CV2U2
(x, s)

∂s2
+ 2α2

∂CV2U2
(x, s)

∂s
+ β2 CV2U2

(x, s)−

− γ2
∂2CV2U2(x, s)

∂x2
− ϵ21 CV2U1(x, s− τ1)− ϵ22 CV2U2(x, s− τ2),

H5

[
·, ·
]
=

∂2CU1U2
(x, s)

∂s2
− 2α1

∂CU1U2
(x, s)

∂s
+ β1 CU1U2

(x, s)−

− γ1
∂2CU1U2(x, s)

∂x2
− ϵ11 CU1U2

(x, s+ τ1)− ϵ12 CU2U2
(x, s+ τ2),

H6

[
·, ·
]
=

∂2CV2U1(x, s)

∂s2
+ 2α1

∂CV2U1
(x, s)

∂s
+ β1 CV2U1(x, s)−

− γ1
∂2CV2U1

(x, s)

∂x2
− ϵ11 CV2U1

(x, s− τ1)− ϵ12 CV2U2
(x, s− τ2),

H7

[
·, ·
]
=

∂2CU2U1(x, s)

∂s2
− 2α2

∂CU2U1(x, s)

∂s
+ β2 CU2U1

(x, s)−

− γ2
∂2CU2U1

(x, s)

∂x2
− ϵ21 CU1U1(x, s+ τ1)− ϵ22 CU2U1(x, s+ τ2),

H8

[
·, ·
]
=

∂2CV1U2
(x, s)

∂s2
+ 2α2

∂CV1U2
(x, s)

∂s
+ β2 CV1U2

(x, s)−

− γ2
∂2CV1U2(x, s)

∂x2
− ϵ21 CV1U1

(x, s− τ1)− ϵ22 CV1U2
(x, s− τ2).

Ïóñòü Y (x, s) è Z(x, s) � íåêîòîðûå äâàæäû äèôôåðåíöèðóå-
ìûå ïî x è s â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, ñòàöèîíàðíûå è ñòàöèîíàð-
íî ñâÿçàííûå ìåæäó ñîáîé â øèðîêîì ñìûñëå ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èçâåñòíûìè êîâàðèà-
öèîííûìè ôóíêöèÿìè è ñïåêòðàëüíûìè ïëîòíîñòÿìè. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

SY Z(ωx, ωs) =
1

(2π)2

∫
R

∫
R
e−i(ωxx+ωss) CY Z(x, s) dx ds,

e±iωsτ SY Z(ωx, ωs) =
1

(2π)2

∫
R

∫
R
e−i(ωxx+ωss) CY Z(x, s± τ) dx ds,
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(iωx)
2 SY Z(ωx, ωs) =

1

(2π)2

∫
R

∫
R
e−i(ωxx+ωss)

∂2CY Z(x, s)

∂x2
dx ds,

(iωs)
r SY Z(ωx, ωs) =

1

(2π)2

∫
R

∫
R
e−i(ωxx+ωss)

∂rCY Z(x, s)

∂sr
dx ds,

ãäå r = 1, 2.

Âîñïîëüçîâàâøèñü ïîñëåäíèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïåðåéäåì â
óðàâíåíèÿõ (15) îò êîâàðèàöèîííûõ ôóíêöèé ê ñïåêòðàëüíûì ïëîò-
íîñòÿì:

− ω2
s SU1U1(ωx, ωs)− 2 iα1 ωs SU1U1(ωx, ωs) + β1 SU1U1(ωx, ωs)+

+ γ1 ω
2
x SU1U1(ωx, ωs)− ϵ11 e

iωsτ1 SU1U1(ωx, ωs)−
− ϵ12 e

iωsτ2 SU2U1
(ωx, ωs) = σ1 SV1U1

(ωx, ωs),

− ω2
s SV1U1

(ωx, ωs) + 2 iα1 ωs SV1U1
(ωx, ωs) + β1 SV1U1

(ωx, ωs)+

+ γ1 ω
2
x SV1U1

(ωx, ωs)− ϵ11 e
−iωsτ1 SV1U1

(ωx, ωs)−
− ϵ12 e

−iωsτ2 SV1U2
(ωx, ωs) = σ1 SV1V1

(ωx, ωs),

− ω2
s SU2U2(ωx, ωs)− 2 iα2 ωs SU2U2(ωx, ωs) + β2 SU2U2(ωx, ωs)+

+ γ2 ω
2
x SU2U2(ωx, ωs)− ϵ21 e

iωsτ1 SU1U2(ωx, ωs)−
− ϵ22 e

iωsτ2 SU2U2(ωx, ωs) = σ2 SV2U2(ωx, ωs),

− ω2
s SV2U2

(ωx, ωs) + 2 iα2 ωs SV2U2
(ωx, ωs) + β2 SV2U2

(ωx, ωs)+

+ γ2 ω
2
x SV2U2

(ωx, ωs)− ϵ21 e
−iωsτ1 SV2U1

(ωx, ωs)−
− ϵ22 e

−iωsτ2 SV2U2
(ωx, ωs) = σ2 SV2V2

(ωx, ωs),

− ω2
s SU1U2(ωx, ωs)− 2 iα1 ωs SU1U2(ωx, ωs) + β1 SU1U2(ωx, ωs)+

+ γ1 ω
2
x SU1U2(ωx, ωs)− ϵ11 e

iωsτ1 SU1U2(ωx, ωs)−
− ϵ12 e

iωsτ2 SU2U2(ωx, ωs) = σ1 SV1U2(ωx, ωs),

− ω2
s SV2U1

(ωx, ωs) + 2 iα1 ωs SV2U1
(ωx, ωs) + β1 SV2U1

(ωx, ωs)+

+ γ1 ω
2
x SV2U1

(ωx, ωs)− ϵ11 e
−iωsτ1 SV2U1

(ωx, ωs)−
− ϵ12 e

−iωsτ2 SV2U2
(ωx, ωs) = 0,

− ω2
s SU2U1(ωx, ωs)− 2 iα2 ωs SU2U1(ωx, ωs) + β2 SU2U1(ωx, ωs)+

+ γ2 ω
2
x SU2U1(ωx, ωs)− ϵ21 e

iωsτ1 SU1U1(ωx, ωs)−
− ϵ22 e

iωsτ2 SU2U1(ωx, ωs) = σ2 SV2U1(ωx, ωs),
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− ω2
s SV1U2

(ωx, ωs) + 2 iα2 ωs SV1U2
(ωx, ωs) + β2 SV1U2

(ωx, ωs)+

+ γ2 ω
2
x SV1U2

(ωx, ωs)− ϵ21 e
−iωsτ1 SV1U1

(ωx, ωs)−
− ϵ22 e

−iωsτ2 SV1U2
(ωx, ωs) = 0.

Îòñþäà

q11 SU1U1(ωx, ωs) + q12 SU2U1(ωx, ωs) = σ1 SV1U1(ωx, ωs),

q21 SV1U1(ωx, ωs) + q22 SV1U2(ωx, ωs) = σ1 SV1V1(ωx, ωs),

q31 SU1U2
(ωx, ωs) + q32 SU2U2

(ωx, ωs) = σ2 SV2U2
(ωx, ωs),

q41 SV2U1
(ωx, ωs) + q42 SV2U2

(ωx, ωs) = σ2 SV2V2
(ωx, ωs), (16)

q11 SU1U2
(ωx, ωs) + q12 SU2U2

(ωx, ωs) = σ1 SV1U2
(ωx, ωs),

q21 SV2U1
(ωx, ωs) + q22 SV2U2

(ωx, ωs) = 0,

q31 SU1U1
(ωx, ωs) + q32 SU2U1

(ωx, ωs) = σ2 SV2U1
(ωx, ωs),

q41 SV1U1
(ωx, ωs) + q42 SV1U2

(ωx, ωs) = 0,

ãäå

q11 = γ1 ω
2
x − ω2

s − 2 iα1 ωs + β1 − ϵ11 e
iωsτ1 , q12 = −ϵ12 e

iωsτ2 ,

q21 = γ1 ω
2
x − ω2

s + 2 iα1 ωs + β1 − ϵ11 e
−iωsτ1 , q22 = −ϵ12 e

−iωsτ2 ,

q31 = −ϵ21 e
iωsτ1 , q32 = γ2 ω

2
x − ω2

s − 2 iα2 ωs + β2 − ϵ22 e
iωsτ2 ,

q41 = −ϵ21 e
−iωsτ1 , q42 = γ2 ω

2
x − ω2

s + 2 iα2 ωs + β2 − ϵ22 e
−iωsτ2 .

Åñëè òåïåðü ðàçðåøèòü âòîðîå, ÷åòâåðòîå, øåñòîå è âîñüìîå
óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (15) îòíîñèòåëüíî SV1U1(ωx, ωs), SV2U2(ωx, ωs),
SV1U2

(ωx, ωs) è SV2U1
(ωx, ωs), à çàòåì ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ âûðà-

æåíèé èç îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü:

SU1U1(ωx, ωs) =
q32 q42 σ

2
1 SV1V1

(ωx, ωs) + q12 q22 σ
2
2 SV2V2

(ωx, ωs)

d
,

SU2U2(ωx, ωs) =
q31 q41 σ

2
1 SV1V1(ωx, ωs) + q11 q21 σ

2
2 SV2V2(ωx, ωs)

d
,

SU1U2
(ωx, ωs) = −q32 q41 σ

2
1 SV1V1

(ωx, ωs) + q12 q21 σ
2
2 SV2V2

(ωx, ωs)

d
,

SU2U1
(ωx, ωs) = −q31 q42 σ

2
1 SV1V1(ωx, ωs) + q11 q22 σ

2
2 SV2V2(ωx, ωs)

d
,
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ãäå

d = (q12 q31 − q11 q32)(q22 q41 − q21 q42).

Ïðè ýòîì ñïåêòðàëüíûå ïëîòíîñòè SU1U2
(ωx, ωs) è SU2U1

(ωx, ωs)
ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûìè ôóíêöèÿìè.

3. Ïðèìåð

Ôîðìû ïîëó÷åííûõ ñïåêòðàëüíûõ ïëîòíîñòåé SU1U1
(ωx, ωs) è

SU2U2
(ωx, ωs), à òàêæå äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé ïëîòíîñòè

SU1U2
(ωx, ωs) ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1�4 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ïðîâå-

äåíèè ðàñ÷åòîâ â ïàêåòå Mathematica [17] èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþ-
ùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ:

τ1 = 1/2; τ2 = 3/4; α1 = 1/2, α2 = 1/3,

β1 = 4, β2 = 25/4, γ1 = 1, γ2 = 2,

ϵ11 = 1, ϵ12 = −1, ϵ21 = −1, ϵ22 = 1,

σ1 = 10, σ2 = 15, SV1V1(ωx, ωs) = 1, SV2V2(ωx, ωs) = 1.

Ðèñ. 1
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Ðèñ. 2

Ðèñ. 3
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Ðèñ. 4

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ðàñïðîñòðàíåíèå ìîäèôèêàöèè ñõåìû
Ñ. Ãèéþçèêà íà ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
óðàâíåíèé. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ÷àñòíûé
ñëó÷àé, ðàññìîòðåííàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïåðåíåñòè íà áîëåå
ñëîæíûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ ÑÄÓâ×ÏñÇ.
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КИНЕМАТИКА ПЛОСКОГО ЗАМКНУТОГО  
ШАРНИРНОГО ЧЕТЫРЕХЗВЕННИКА  

В ОРБИТАЛЬНОЙ СИСТЕМА КООРДИНАТ 

Приведены необходимые геометрические построения для со-
ставления математической модели пространственного дви-
жения плоского материального четырехзвенника в орбитальной 
системе координат, заданного длинами стержней. Предпола-
гается, что в узловых точках расположены цилиндрические 
шарниры, оси которых параллельны между собой. 

Ключевые слова: орбитальная система координат; кинематика; 
четырехзвенник; неголономная система. 

Введение 
В работах [2, 4–9] рассматривается динамика свободного 

орбитального движения больших космических систем незамк-
нутой цепочечной структуры, в [10] приводятся положения не-
обходимые для вывода уравнений движения плоского замкнуто-
го многозвенника. В данной работе рассматривается система с 
неголономными связями. 

Описание механической системы 
Рассматривается математическая модель пространствен-

ного движения замкнутого четырехзвенника 4321 MMMM , за-
данного длинами стержней 221 lMM  , 331 lMM  , 242 aMM   
и 343 aMM  .  
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В точках iM  ( 4,3,2,1i ) расположены цилиндрические 
шарниры, оси которых параллельны между собой. Система совер-
шает свободное движение в орбитальной системе координат [1, 3], 
начало которой совмещено с точкой 1M  четырехзвенника. 

Движение орбитальной системы координат задается по-
лярными координатами 1r  и   точки 1M , где 1r  – расстояние 
точки 1M  до гравитационного центра О,   – истинная анома-
лия точки 1M  (рис. 1). Орбитальная плоскость 1M  совпадает 
с неподвижной плоскостью OXY  абсолютной системы коорди-
нат OXYZ . Вектор угловой скорости вращения подвижной ор-
битальной системы координат направлен по оси 1M  

  
 ,0,0e . 

 
 

 
 

Рис. 1. 
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Пространственное положение плоской фигуры 
4321 MMMM  в орбитальной системе координат 1M  вполне 

определяется углами i  и i  ( 2,1i ) для стрежней 21MM  и 

31MM  соответственно, где i  – угол между соответствующим 
стержнем и плоскостью местного горизонта 1M , i  – соот-
ветствующий двухгранных угол между вертикальной плоско-
стью 21 MM   (либо 31 MM  ) и орбитальной плоскостью 1M . 
На рис. 1 показаны углы 2  и 2  для вычисления орбитальных 
координат  222 ,,   точки 2M .  

Кинематика четырехзвенника  

Координаты трех точек 321 ,, MMM  в орбитальной сис-
теме координат имеют вид:  0,0,01M ,  2222 ,, M , 

 3333 ,, M , где 
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l
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Для определения координат точки  4444 ,, M  свяжем 
с четырехзвенником 4321 MMMM  декартовую систему коорди-
нат xyM1 , ось x  которой проходит через точки 1M  и 3M  
(рис. 2).  

Рассмотрим произвольное положение четырехзвенника 
4321 MMMM  в этой системе координат. Очевидно, что 

 0,01M ,  0,33 xM , при этом 33 lx  . Будем определять поло-
жение стержня 21MM  в этой системе координат с помощью уг-
ла  , т.е. угла между осью xM1  и стержнем 21MM  (рис. 2).  
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Тогда координаты точки  222 , yxM  будут равны 
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Рис. 2. 

 
Координаты точки  444 , yxM  определяются из системы 

уравнений 
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Решая (4) находим зависимость координат точки 4M  от 
координат точки  222 , yxM : 
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где обозначено   2222 ckbkd  , 2
2

22 ysk  , 

32 aab  , 32 aac  , 32 xxs  , 32 xxp  . 
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Относительную координату 2x  точки 2M  выразим из 

скалярного произведения векторов 212 MM
  и 313 MM

 : 
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3232


 ll
 

Откуда с учетом (1) и (2) находим 
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Относительную координату 2y  точки 2M  определяем из 
векторного произведения векторов 2

  и 3
 : 
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Откуда с учетом (1) и (2) находим 
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Для определения координат точки 4M  в осях 1M  сде-
лаем дополнительные построения (рис. 3). Очевидно, что точки 
А и В обладают координатами  
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Рис. 3. 

 
где 2x  определяется соотношением (6), 
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где 4x  определяется соотношением (5). 
Тогда точки их проекций на плоскость 1M  будут обла-

дать следующими координатами  AAa  ;0;  и  BBb  ;0; . 

Не трудно заметить, что 42 BMAM  . Следовательно 
 42 yy  . (10) 

Поскольку 42 bmam  , а точки 2m  и 4m , как точки про-
екций 2M  и 4M  обладают координатами  222 ;0; m  и 

 444 ;0; m , получаем: 
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Откуда с учетом (10) находим 
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где 4y  определяется соотношением (5) и (7). 
Координату 4  точки 4M  найдем из условия, что точки 

2M , 3M  и 4M  лежат в одной плоскости: 

 
   

3223

3223432234
4 


 . (13) 

Итак, координаты точек в системе координат 1M  равны: 
 0;0;01M , 2M  и 3M  определяются соотношениями (2) и (3), 

4M  – (12), (13).  

Заключение 
Принимая за обобщенные координаты четырехзвенника 

величины 33221 ,,,,, r  можно получить выражения для 
абсолютных скоростей материальных точек 4321 ,,, MMMM  
и для обобщенных сил 

33221
,,,,,  QQQQQQr , чтобы со-

ставить математическую модель движения данного четырех-
звенника. 
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